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Kapitell 


Bon der Integration der einfachen Differenzialformeln des 
zweyten Grades. 


Erfldrung. | 

(. 706. an x und y veränderlihe Größen be 
zeichnen, und man fegt dy = pdx und dp = qdx, fo 
heißt jede Sleihung, weldhe eine Relation zwiſchen 
den Größen x, y, p und q feftfegt, eine Differen 
zialgleichung des zweyten Grades zwiſchen den zwey 
Veraͤnderlichen x und y. 

| Zuſatz u. | 

$. 707. So wie alfo der Buchſtabe p das Verhaͤltniß der Diffe⸗ 

renzialien des erſten Grades bezeichnet, weil p = 3 iſt, eben 


ſo drückt auch der Buchſtabe 123 das Verhaͤltniß der Diffe⸗ 


renzialien des zweyten Grades aus. Denn betrachtet man, wie «% 
1 % 


gewöhnlich zu gefchehen pflegt, dad Element dx als conftant, fo wird 
d2y d?y 
dp= — um daher q = ——- 


Zuſatz 2 
1 708. Wenn alſo in der vorgelegten Gleichung der Buchſtabe 
q erſcheint, fo iſt dieß eine Differenzialgleichung des zweyten Grades; 
denn wäre q nicht vorhanden, ſondern würde bloß die Größe p vor- 
Fommen, fo wäre die Gleichung nur eine Differenzialgleichung des 
‚erften Grades; wiirde aber weder p noch q in derfelben erfcheinen, fo 
hätte man bloß eine Öleichung zwifchen x und y, und man hat weiter. 
nicht zu fuchen. 
\ Zuſatz 3. 
G. 709. Sit bemnad) irgend eine Gleichung zwifchen x und y, 


dy dp 
Die auch.noch die Größen p= — und g =, mit fi ich führt, ges 


geben, fo handelt es ſich um eine "Meifobe / wihen x und eine Re⸗ 
lation aufzufinden, aus welcher hervorgeht, was y für eine Function 
von x fen, oder umgekehrt. _ 

| Anmerfung ı. 

(. 710. Führen wir auf diefe Art den Buchſtaben q in die 
Rechnung ein, fo wird bey den Differenzialgleichungen des zweyten 
Grades die Bedingung, nad welcher jedes Differenzial des erften 
Grades gewöhnlidy als conftant genommen wird, aufgehoben; denn 
da dDiefelben bloß auf endliche Größen zurücgeführt werden, durch 
welche das Verbältniß der Differenzialien des erften Grades ausgedrückt 
- wird, fo kann man ein Differenziale nicht einmahl ald conftant ber 
trachten. Wenn alfo die Differenzialgleihungen des zweyten Grade 
nad) der gewöhnlichen Verfahrungsart fo dargeftellt werden, daß jedes 
Differenziale als conftant betrachtet wird, fo wird durch die Einfüh« 


d . .. 
rung der Größen p = 2 und q ae, die Art der Differenzialien 


ganz aufgehoben, weil die Gleichung dann nur endliche Größen ent⸗ 

hält. Eben fo kann man auch umgefehrt eine zwifchen den endlichen 
Groͤßen x, y, p, q gegebene Öleichung auf die gewöhnliche Form auf 
unendlich viele Arten zurüdführen, je nachdem man immer ein anderes | 
Differenziale als conftant betrachtet, und demnach flimmen alle dieſe, 
der Ferm nach von einander verſchiedenen Gleichungen, mit einander 
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vollkommen überein; ja man fann eine vorgelegte Gleichung auf Die 
“ gewöhnliche Form fogar dann noch bringen, ıwenn gar Fein Differen: 
ziale als conftant betrachtet wird. 


Anmerfung 2 
$. 711. Wir werden alfo zuerſt in der Kürze zeigen müffen, wie 
man eine auf gewöhnliche Art durch Differenzialien des zweyten Gra— 
des audgedrücte Gleichung auf unfere Form zurückführen Fönne, wel⸗ 
ches Differenziale auch immer als conſtant angenommen werden mag. 
Sey ds das als unveraͤnderlich betrachtete Differenziale, deſſen Ver⸗ 


haltniß zu dx durch p, weil ZI — p il, und vielleicht durch die 


Veränderlichen x und y felbjt gegeben wird; man feße alfo de=vdx, 
damit v eine endliche Größe werde. Da nun in der Gleichung die 
Ausdrüde dex und d? y vorfommen, oder wenigſtens einer derfelben 
erſcheint, ſo ſchreibe man 

dx 


| ds.d. = flatt dx, weil ds . d ..;.= d’x 
wird, indem ds conftant ift; man erhält alfo 


1 dsdv 
d?x = ds + d . 7 — — va.‘ oo. 


Schreibt man flatt d?y auf dieſelbe Art 





idee 
de 


fo findet man . BE 
R dy— ds cie= pav). 

Weil demnach v durch p, x und y gegeben in, ſo erhaͤlt man — 

dv Mdx 4-Nady 4 Pdp — dx MENPHED 2 

indem dp = = qgdx ift, und r wird Bu u 


.d?x = Mu4np+rD und 
dy= = gr Mp — Np: — Ppg). 


Werden nun diefe Werthe für dtx und d?y-fubftituirt, fo wer: 
den in der Gleichung nur noch Differenzialien des erſten Grades erfchei- 
nen, und wenn diefe alle durch dx ausgedrückt werden, ſo wird die 
Gleichung durch Diviſion von den Differenzialien gänzlich befreyt ſeyn. 


— 6 — 
Umgekehrt wird eine ſolche, zwifchen x, y, p und q gegebene Glei⸗ 


Kung, wenn irgend ein Element ds ald.conftant betrachtet wird, auf 
Die gewöhnliche Form zurücigeführt werden, wenn man erftlich ftatt 
p überall je ſchreibt, ſtatt q aber den Werth 

Id. SL nn Axd’y.— dydir. 

dx ds ’ 
woben aber noch auf kein eonantes Element Rüdfidt genommen wurde, 


Weil aber ds = vdx conftant iſt, fo erhält man überbieß die Glei⸗ 
hung vdix 4 dvdx:= 0; oder weil, 


dr—=Mds + Ndy+Pa.2] iſt, 


vdax + Mdx? + Ndxdy + ne = 0 


wo man nach Belieben entweder d’x oder d?y beflimmen fann; wird 


aber Feine diefer Größen beſtimmt, fo laſſen fi ih unendlich viele gleich- 
geltende Ausdrücke darſtellen. 


Anmerkung 3. 


F. zı2. Es fallt demnach hier der Vorzug der endlichen Form, 
auf welche wir die Differenzialgleihungen des zweyten Grades zurüd: 
führen, vor der gewöhnlichen Darftelungsweife derfelben ganz befons 
ders in die Augen, weil diefelbe Gleichung bey der gewöhnlichen Mes 
thode unendlich vieler Formen fähig wird, wenn man bald diefes bald 
jenes Element als conftant betrachtet, während nach unferer Methode 
Diefelbe STeichung immer nur auf eine einzige Form zurüd'gebracdht wird. 
Wenn alfo nach unferer Darftellungdart verfchiedene Gleichungen zum 
Vorfchein kommen follten, fo drüden diefe ganz zuverläßig auch ver 
fchiedene, zwifchen x und y beftehende Nelationen aus, da im Gegen- 
theile nach der gewöhnlichen Methode die verfchiedenartigften Differen- 
zialgleichungen des zweyten Grades immer eine und diefelbe Relation 
angeben fönnen, und gewöhnlich, ift es fchwierig, aus denfelben gerade 
die für die Auflöfung am meiften brauchbare auszuwählen. 

Weil es fi nun hier um eine Methode handelt, nach welcher 
man, wenn irgend eine Gleichung zwifchen den vier Größen x, y, p 
und q gegeben ift, die zwifchen den beyden Weränderlichen x.und y 
beftehende Relation finden fönne, fo wollen wir, da diefed Problem 
die menfchlihen Kräfte zu überfleigen fcheint, von den einfachiten Faͤl⸗ 
len ausgehen. Diefe treten aber offenbar dann ein, wenn in ber vor: 
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gelegten. Yleihung nur zwey von jenen Größen vorfommen, naͤmlich 
entweder bloß x und q, oder yund q, oder p und q, d. i. wenn q 
bloß einer Function von x, oder von y., oder.von p gleich wird. . Mit 
diefen Sällen werden wir und, unferem Plane gemäß, in dieſem Ka⸗ 
pitel beſchaͤftigen. 
Ertiärung 
F 713. Eine Differenzialformel des zweyten Gra— 
des heißt einfach, wenn für dy = pdx und dp = qdx 
die Größe q bloß eine: Bunetion von x, oder von 7, 
odervonp bezeichnet. | Ä 


‚3u f ab 1. 
$- 714. €8 gibt demnach drey Arten von einfachen Differenzial: 
formeln des zweyten Grades, deren Auflöſung wir in diefem Kapitel 
Ichren werden; es erfcheint nämlich q entweder bloß ald eine Sunction 
von p, ober von x, oder von'y. 


Zuſ ab 2. 

. 715. Wenn alſo x eine Zunetion von x, Y eine Function 
von y ind P eine Function von p allein bezeichnet, fo find die drey 
Sattungen diefer einfachen Formeln ı)q=X, 2) q=Y, 3)gq=P, 
in welchen der einfachſte Fall q = Const. enthalten ift. 


Zuſatz 3. 
$ 726. Wenn wir dieſe Formeln auf die —— Art aus⸗ 
P . . d 
drücken wollen, fo wird, weil q = * — — * ii 42 Tr 


wenn dx ald conftant angenommen wird, derg= — dee 


man das Clement dy als unveränderlich anfieht, oder endlich 
—_ 4: d2y — dyd?x 
4x: 
wird, wodurch die Einfachheit jener Formeln außerordentlich verliert. 
. Zufag 4. 
F. 717. Wenn das Element Ydx® 4 dy?, wie es häufig ge⸗ 
ſchieht, conftant genommen wird, fo erhält man dxd?x--dyd?y=o, 


und daher gebt der legte Werth van q, weil ya — — iſt, 


wenn 





, wenn fein Element als conſtant betrachtet 


— 8 vi 


(4x2 + dy)ex 





über ing= at oder er verwandelt ſich, weil 
— dyd!y 34 (dxx.+dyp) d?y —— 
ex = 7 ESS eng 
.Anmerfung. BE 


$. 718, Verbannen wir alfo die. gewöhnliche Darftellungsweife 
der Differenzialgleichungen des zweyten Grades gänzlich, weil nach ihr 
Ausdrüde, die an und für fich ziemlich ‚einfach find. ,- in fehr verividels 
ten Formen erfcheinen fönnen, und..bedienen wir und lieber Der hier 
feftgefegten Bezeichnungsart, auf welche wir ‚die Lehre von dee. Auflös 
fung folcher einfachen Formeln griinden wollen. 


Aufgabe 93. 
$. 719. Die zwifchen den Veränderlichen x andy 
beftiehbende Relation zu finden, wenn für dy = pdx 
und dp = qdx die Größe gq eine ‚beliebige Sunction 
von p bezeichnet. 
Auflö fu ng. 
Sey alſo 1* —=P,woP eine beliebige Function von p barichen 
weil nm g=7 Ze iſt, fo wird dp= Pix, und daher dm » 


und dy= — pdx= BEE, woraus wir durch Integration erhalten | 


rl und, run+fi, 


fo. daß ſowohl x als y durch diefelbe neue Veränderliche :p' beftimmt 
wird. Da endlich durd) die doppelte Integration zwey neue conflante 
Größen a und b eingeführt wurden? ſe iſt dieſes Integrale Nie das 
vollſtaͤndige zu halten. | . 


m sufag: Ä 
F. 720. Wenn wir die Steidung gq=P, deren Integration. 
wir hier gelehrt haben, auf die gewöhnliche dom bringen, indem wir 


dx als conſtant betrachten, 





dꝛ y = drf (2): welches eine Differenzialgleihung des vente 
Grades ift, in der die Weränderlichen x und y nicht erfcheinen: 
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W Bufap a. — 
- Giyar. Eine ſolche Form komme auch zum: Werſchein, wenn 
das Element dy, oder ein Anderer Differenzialausdrud‘, weldjeg'bie 


Derähderlichen x und y nicht enthält, wie z. B. Vax" F EPEP! | 
eonftänt betrachtet wird. Es wird ſich demnach auf biefe Art jede Sf 
ferenizialgteichung des zweyten Grades, in welcher die Behtbertiäin 
x und y nicht erſcheinen, integricen Taffen. ' 


.1 ..0 
48 


. :Bufag 3... . * 
(. 722. Wird aber ein ſolches Element, wie ydx — sdy,. als 
conſtant betrachtet, fo daß dx. — xzd2y==o, fo wird, weil. 
dy __dsday——dydız 


ı . .. 
=„.1.2=- Ti 


— ydx— xdy)dix. _ dx — xdy) ey 
1 de . ‚ydx’ 


welcher Ausdrud integräbel fon. wird, wenn er eine Bunctiön. von 


p = 3 bezeichnet. 352. 1. 


.‘ 12* 


at. — 8 
$- 723. Wenn P eine conftante Größe feyn foltte, fo daß ei 
wird, fo Ri man De 


= a+F um vebh, a 
und daher wird u 
ab + @&-.a), oder 
y „t2”. —afx 4 :2a2f-+b, 
ober wenn die Form der Conſtanten geändert wird, 
y=;+fr + Cx + D. 
Anmerfun g. | 
$. 724. Da nämlid, eine Differenzialgleichung des zweyten Gra— 
des eine doppelte Integration erfordert, fo werden, wenn jede derſel⸗ 
ben in der ganzen Ausdehnung ausgeführt wird, zwey neue willfürs 
liche Sonftanten eingeführt, und hierauf gründet fich Die Beurteilung; 
ob ein folches Integrale ein completes fey. Denn fo wie die vollſtaͤn⸗ 


dige Integration der Differenzialgleichungen des erſten Grades vine 
willkürliche Conftante in die Integralgleichung einführt, eben fo wer: 
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zweyten Grades, 


Erflärung. 

§. 706. an x und y veränderlihe Größen be 
jeihnen, und man fegt dy = pdx und dp = qdx, fo 
beißt jede Öleihung, weldhe eine Relation zwifchen 
den Größen x, y, p und q feftfegt, eine Differen- 
jialgleichung des zweyten Grades zwifdhen den zwep 
Veränderlihden x und y. 

. Zuſatz ı. 
$. 707. &o wie alfo der Buchſtabe p das Verhaͤltniß der Diffes 


dy . 
tenzialien des erſten Grades bezeichnet, weil p = = ift, eben 


fo druͤckt auch der Buchſtabe q — — das Verhaͤltniß der Diffe⸗ 


tengialien des zweyten Grades aus. Denn betrachtet man, wie 4% 
1 


* 


— 4 — 


— — — — — 


gewöhnlich zu geſchehen pflegt, das Element dx als conſtant, fo wird 
d?y d?y 
dp= — und daher q = = - 
Zuſatz =. 
$. 708. Wenn alfo in der vorgelegten Gleichung der Buchftabe 
q erfcheint, fo ift.dieß eine Differenzialgleichung des zweyten Grades; 
denn wäre q nicht vorhanden, fondern würde bloß die Größe p vor 
fommen, fo wäre die Gleichung nur eine Differenzialgleihung des 


‚eriten Grades; würde aber weder p noch q in derfelben erfcheinen, fo 


hätte man bloß eine Öleichung zwifchen x und y, und man hat weiter: 

nichts zu fuchen. | 
zufeasß 

9. 709. If bemnad) irgend eine Sin zwifchen x und y, 


dy 
Die auch.noch Die Größen p= — und g= ze mit ſi ch führt, ges 


geben, fo handelt e8 ſich um eine "Meihobe zwiſchen x und y eine Res 
lation aufzufinden, aus welcher hervorgeht, was y für eine Sunction 
von x fey, oder umgefehrt. _ 

Anmerfung ı. 

(. 710. Führen wir auf diefe Art den Buchflaben q in die 
Rechnung ein, fo wird bey den Differenzialgleichungen des zweyten 
Grades die Bedingung, nad) welcher jedes Differenzial des erften 
Grades gewöhnlich ald conftant genommen wird, aufgehoben; denn 
da dieſelben bloß auf endliche Größen zurücgeführt werden, durd) 


welche das Verhältniß der Differenzialien des erfien Grades ausgedrückt 
- wird, fo kann man ein Differenziale nicht einmahl als conftant be= 


trachten. Wenn alfo die Differenzialgleichungen des zweyten Grades 
nach der gewöhnlichen Verfahrungsart fo dargeftellt werden, daß jedes 
Differenziale ald conftant betrachtet wird, fo wird durch die Einfühs 


, 4 d on 
rung der Größen p = = und q = Fr die Art der Differenzialien 


. ganz aufgehoben, weil die Gleichung dann nur endlihe Größen ent- 


halt. Eben fo Fann man auch umgefehrt eine zwifchen den endlichen 
Größen x, y, p, q gegebene Öfeichung auf die gewöhnliche Form auf 
unendlich viele Arten zurückführen, je nachdem man immer eih anderes 
Differenziale als conftant betrachtet, und demnach flimmen alle diefe, 
der Form nad) .von einander verfchiedenen Bleichungen, mit einander 


| 5 — 


vollkommen überein; ja man kann eine vorgelegte Gleichung auf die 


gewöhnliche Form fogar dann noch bringen, wenn gar fein Differen⸗ 


ziale als conſtant betrachtet wird. 


Anmerfung 2. 

F. 711. Wir werden alſo zuerſt in der Kürze zeigen muͤſſen, wie 
man eine auf gewöhnliche Art durch Differenzialien des zweyten Gras» 
des audgedruͤckte Gleichung auf unfere Form zurückführen Pönne, weis 
ches Differenziale auch immer als conftant angenommen werden mag. 
Sey ds das als undet aͤnderlich xeirachtet⸗ Differenziale, deſſen Ver⸗ 


haͤltniß zu dx durch p, weil = — p iſt, und vielleicht durch die 


Veraͤnderlichen x und y felbft gegeben wird; man fege alfo de—vdx, 

damit v eine endliche Größe werde. Da nun in der Gleichung die 

Ausdrüde dx und d?y vorkommen, oder wenigſtens einer derfelben 

erſcheint, ſo ſchreibe man J 

ds.d. m flatt dex, weil ds.d. ‘X _ dx 
wird, inden ds conftant ift; man erhält alfo | 

a 0 dsdv 2 

d?x = .ds.d .. m —— 


Schreibt man ſtatt d?y Auf dieſelbe Art · 
de.d.Teds.a.!, 
” . 





fo findet man . 
aꝛy — ds E pen) 
Weil demnach v durch p, x und y gegeben it, fo erhält man 
dv Mdx + Ndy +Pdp = dx MrNptrOr 


indem dp=qdx ift, und 2 wird 
dx = — — — (M+Np + Po); und 
’y= = gr — Mp — Np® — Ppg). 


Werden nun diefe Werthe für dx und d?y-fubftituirt, fo wers 
den in der Gleichung nur noch Differenzialien des erfien Grades erfchei- 
nen, und wenn diefe alle durch dx ausgedrückt werden, fo wird die 
Gleichung durch Divifion von den Differenzialien gänzlich befregt ſeyn. 


— () — 


Umgekehrt wird eine ſolche, zwiſchen x, y, p und q gegebene Glei⸗ 
hung, wenn irgend ein Element ds ald.conftant betrachtet wırd, auf 
Die hie Form zurüdgeführt werden, wenn man erftlich ſtatt 


p überall | ſchreibt, ſtatt q aber den Werth 

1 dy dxd?y — dydix. 

dx d dx * dx ı 
woben aber noch auf fein conftantes Element Ruͤckſicht genommen wurde, 
Weil aber de— vdx conftant ilt, fo erhält man überdieß die Slei- 
Kung vd’x 4 dvdx:= 0; oder weil, 


dv= Mdx + Ndy+ Pd. 27 iſt, 


vaax + Max + Naxay 4 o, 


wo man nach Belieben entweder d?x oder d?y beſtimmen kann; wird 


aber keine dieſer Groͤßen beſtimmt, ſo laſſen ſi ich unendlich viele gleich⸗ 
geltende Ausdrücke darſtellen. 


Anmerkung 3. 


F. 712. Es fallt demnach hier der Vorzug der endlichen Form, 
auf welche wir die Differenzialgleichungen des zweyten Grades zurück⸗ 
führen, vor der gewöhnlichen Darftelungsweife derfelben ganz beſon⸗ 
ders in die Augen, weil diefelbe Gleichung bey der gewöhnlichen Me⸗ 
. thode unendlich vieler Formen fähig wird, wenn man bald diefes bald 
jenes Element als conftant betrachtet, während nad) unferer Methode 
dieſelbe STeichung immer nur auf eine einzige Form zurüdigebracht wird. 
Wenn alfo nach unferer Darftellungsart verfchiedene Gleichungen zum 
Vorſchein kommen follten, fo drücken diefe ganz zuverläßig auch ver- 
ſchiedene, zwifchen x und y beſtehende Nelationen aus, da im Gegen- 
theile nach der gewöhnlichen Methode die verfchiedenartigften Differen⸗ 
zialgleichungen des zweyten Grades immer eine und diefelbe Relation 
angeben fönnen, und gewöhnlic) ift es fchwierig, aus denfelben gerade 
die für die Auflöfung am meiften brauchbare auszuwählen. 

Weil e8 fih nun Hier um eine Methode handelt, nach welcher 
man,. wenn irgend eine Gleichung zwifchen den vier Größen x, y, p 
und q gegeben ift, die zwifchen den beyden Weränderlichen x.und y 
beftehende Relation finden fönne, fo wollen wir, da dieſes Problem 
die menſchlichen Kräfte zu überfteigen fcheint, von den einfachſten Faͤl— 
len ausgehen. Diefe treten aber offenbar dann ein, wenn in. ber vor⸗ 
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gelegten. Qleichung nur zwey von jenen Größen vorfommen, nämlich 
entweder bloß x und q, 'oder yund q, oder p und q, d. i. wenn q 
bloß einer Function von x, oder von y, oder.von p gleich wird. Mit 
diefen Sällen werden wir und, unferem Plane gemäß, in diefem Ka⸗ 
pitel befchäftigen. | 


Erflärung. 
‘$ 713. Eine Differenzialformel des zweyten Gra— 
des heißt einfach, wenn für dy = pdx und dp = qdx 
‚die Größe q bloß eine "Function von x oder von y, 
oder von p bezeichnet. | 


‚3u f ak ı. 
$. 714. Es gibt daͤnnach drey Arten von einfachen Differenzial⸗ 
formeln des zweyten Grades, deren Aufloͤſung wir in diefem Kapitel 
lehren werden; es erſcheint naͤmlich q entiveder bloß als eine Function - 
von p, oder von x, oder von’y. 


Zuſatz a. 

. 715. Wenn alſo x eine Function von x, Y eine Zunction 
von Fund P eine Function von p allein bezeichnet, fo find die drey 
Sattungen diefer einfachen Formeln ı)qa=X, 2)g=Y, 3)y=P, 
in welchen der einfachite Fall q = Const. enthalten ift. 

\ Bufag 3. 
se 726. Wenn wir diefe Kormeln auf die genchuuihe Art aus⸗ 
d d? 
drucen wollen, ſo wird, weil qg = == = 4.37 ik, ya 


wenn dx ale conftant angenommen wird, oderg= 





dıx 
_ 12 wenn 


man das Element dy als unveraͤnderlich anfieht, oder endlich 
dxd?2y — dyd?x 
1 — 7—, wenn kein Element als conſtant betrachtet 


wird, wodurch die Einfachheit jener Formeln außerordentlich verliert. 
u Bufapg 4. | | 
$., 717. Wenn das Element Vdx? + dy?, wie es häufig ge: 
ſchieht, conftant genommen wird, fo erhält man dxd?x-dyd?y=o, 


3 d?x 


und daher geht der lehte Werth von q, weil dey ———— ill, 


— 0 sammen 


(de -dy) dx 


über in q =— ‚ ‚oder er verwandelt fir ‚weil 





dsdy 
‚dyd?y .. . (da hin day 
2 — — ei EN TIDET 
a ii αν 
Anmertung ET, 


$. 718, Verbannen mir alfo die. gewöhnliche Darftellungsweife 
der Differenzialgleichungen des zweyten Grades gänzlich, weil nach ihr 
Ausdrüde, die an und für fich ziemlich ‚einfach ſind, in- fehr verividels 
ten Formen erfcheinen Fönnen, und,bedieuen wir uns lieber Der bier 
feitgefegten Bezeichnungsart, auf welche wir die Lehre von der. Auflös 
fung folcher einfacyen Formeln gründen wollen. 


Aufgabe 93.. 

6. 719. Die jwifchen den Veränderlichen x und y 
beftebende Relation zu finden, wenn für dy = = pdx 
und dp = qdx die Größe g eine ‚beliebige Sunetion 
von p bezeichnet. 

Auflö fu n g. | 

Sey alſo 1= —=P,woP eine beliebige Function von p begeichnet; 

d 
weil nun g= 4 * iſt, ſo wird dp= Pax; und daher dx== — F’ 


und dy= — Pix ip, woraus wir durch Sntegration erhalten 


ef und: Ey 2 Fu 


fo. daß ſowohl x ale ÿ durch diefelde neue Weränderliche :p'beftimmt 
wird. Da endlich durch die doppelte Integration zwey neue conflante 
Größen a und b eingeführt wurden; Mi iſt dieſes Integrale für das 

vouſändige zu halten. 


3uſa tzzu 1. 


F. 720. Wenn wir die Gleichung ge P, deren Integration 
wir hier gelehrt haben, auf die gewöhnliche Form bringen, indem wir 





. d? , 
dx als conftant betrachten, fo erhalten wir, weil q = =. ift, 
‚dy = dx'f (2): welches eine Differenzialgleichung des zweyten 


Grades iſt, in der die Veraͤnderlichen x und y nicht erfcheinen: 


— 0 | . 


j * 8 uſatz S. on Eu Taur 
u? mar. Eine ſolche Form komme auch zum: Verſchein, wenn 
das Element Ay, oder ein Anderer Differenzialausdruck welchesidie 


Veränderlihen x und y nicht enthält, wie 8. Vax? I dyr, Lid 
£onftänt betrachtet wird. Es wird ſich demnach auf dieſe Yu jede‘ Bifi 


x und y nicht erſcheinen, üitegriren laſſen. 


3u ſ. a 3. Sn —* 
F. 722. Wird aber ein ſolches Element; wie ydx—xdy, als 
conftant betrachtet, fo dag. yd’x.— xd?y == o, fo wird, weil. 


3 dy _dady—dydz | Br 
Im dx d. dı dxs iſt, 
(ydx — xdy) dix. (34 x.-— ıdy) d?2y 
1m x dx _ .: . y d x⸗ 
welcher Ausdruck integrabel feyn. wird, wenn er eine unctian, von 
p = 7 bezeichnet. suchen I. 
ame Be 12 . I Trans. 38 


$. 723. Wenn P eine conftante Größe ſeyn fotte, ſo daß ch 
wird, fo erhält man 7’ 
Bi 
und daher wird Ä | 
r =b + z (2), pder 
ya3sfirt- —afz +:e8f+b, 
oder wenn bie Form der Eonftanten geändert wird, 
. y=:f{fı2 + Cıx + D. 
Anmerfung 


9. 724. Da nämlid) eine Differenzialgleihung des Wweyten Gra⸗ 
des eine doppelte Integration erfordert, fo werden, wenn jede derfel- 
ben in der ganzen Ausdehnung ausgeführt wild, zwey neue willfürs 
liche Conſtanten eingeführt, und hierauf gründet fich die Beurtheilung, 
ob ein folches Integrale ein completed fey. Denn fo wie die vollftän- 
dige Integration der Differenzialgleichungen des erfien Grades vine 
willfürliche Conftante in die Sntegralgleichung einführt, eben fo wer: 


ee 10 mu 


den bey jeder Differenzialgleichung des zwepten Grades zwey neue Con⸗ 
ſtanten im. wollſtaͤndigen Integrale -erfcheinen; drey oder mehrere bes 
‚Rändige :Brößen aber zeigen ſich im completen Integrale einer: Diffe⸗ 
zanzialgfeichung des Dritten oder eines höhern Grades. Die, Aufgaben 
aber, ‚deren Außoͤſung auf ſolche Differenzialgleichungen eineß höhern 
Gradeh. leitet, ſi nd. ihrer Natur nach fo. ‚befchaffen, ‚daß die Beſtim⸗ 
mung der Auflöfung eben fo viele Conſtanten erfordert. So füper. die. 
der Gleichung qg—=f, oder wenn dx conflant genommen wird, 
d’y = fdx? entſprechende vollſtaͤndige Integralgleichung 
—— yasfı Hose D 
zwey neue Conſtanten C und D mit m waͤs ns ich auch. bey den nach⸗ 
folgenden Beyſpielen zeigen wird. 


an 


£ 


Bey fpte 1. u 
$. 725. Das volltändige Sateprate der Differen 
rfaͤlgirichung des zweyten’Grädes n 
Y- > ’ 


ad’y = dıdy GE EEE EEE 
zu beftimmen, wenn das Element dx als confant bes 
tra chtet wird. 


"echt man Ay päk und dp — ad, fo erhälte win“ . 


dıy = qdx?, und daher aq = X und. P 2; 
man findet alfo durch Integration 


efitecter m und 
jerg=edten 
Danun p 1, fo wird ct y— ‚ D Welches 








die vollftändige Integralgleichung ift, und die beyden Eonftanten C 


und D enthalt. 
fin: Fur 


U gepfpiel a Zr: 
5 736. Man: betrachte dx ale conſtant, und fute 
eine ſolche Gleichuns zwiſchen x:undy, daß 


at 4 ayy Ver — 
⸗ ’ oo — xd?y rd 





werde. 


— 417] m 


Wird dympdx gefeht ; fo wird, weil dx conftant ift, 
d’y = dpdx, und.fo geht unfere Gleichung über in 


; ee 





— ap 
bemnach:wied : . :'v | 
dı= —adp und dy. app 
Ä e+mr a+ Po 
Wir finden alfo durch Integration Ä 
x A — — — und = B — 
BEE Mi: 2 ” F— pP. 
und hieraus folgern wirr Mr REN 
aA—g + oe 
Zufag. sah 


F. 727. Wenn Cund) die rechtwinkligen Coordinaten riner krum⸗ 

men Linie bezeichnen, ſo drückt die Formel ¶ ar VE Ey 

nn 

den Krümmungspalbmeffer derfelben aus, damit diefer gleich der Con⸗ 

finuten 'a werde, fo bezeichnet die gefundene. Integralgleichung- eineh 
Kreis, wel cem der r Halbmeſſer a entſpricht. 


J Beyfpiel' 3. 
ſJ. 728. Es foy de= Vier + dy?,; man betrachte 
dieſen Auddrud als conftant, und fuhe eine folde 
Gleichung zwiſchen xundy, daß - z 


Wird dy—=pdx gefept, fo wird ds == dzvı ı + p?, und 
weil ds conſtant sit, 


dxd 2 pdadp 
dxyı -+p: + IR oo oder in —pdsdp, 


werbe. 











Vı+ p? . BE 1 + p? 
daher verwandelt ſich unfere vorgelegte Sleihung n 
a A a ARE DE: oder dx Zap, a 
pexap | pP tn p(ı + p9° 
— adp , ap 
SE Sun (BU. Ze Zu 5 Zu > Se 
(ı + p?)? ı +p j 


Zür diefen Ausdrud aber ſetze man p = - „ſo wird 


un 12 zum 
—W dr arzdr . adr.. __ ‚adr BE 
| a Ver ene 
folglich findet man durch Integration 


120— — + le VI FR) odek:.:.. 











V 
C — tal, EV „IVrP, 
Vı+p 


| | Beyfpiele 
| w 729. Wenn dem vd@ veſett, und als 
conflänt betradtet wird, fo foll :... .:.. in 
dsdy. dy . 





—=aar. tang. 47 
werden. 
Wird, wie vorhin, dy==p dx gefebt,-jo hat man Pigende Glei⸗ 
Hung, gu integriren: . — | 
nn ————— a arc. „tang. Pr ober 
dx. — ep -arc.tang.p und dy: = apdp. arc, rang. P. 





G+p° Er FRE r + p9* U 
Weil nun d.arc. tang-p =- * it, fo * man 


| .- ne ae _ Ä arc. rang. p + a7 
an ni 4 * er 
u. = are. tung. p — a dp 


i-+.p? (+ Pr; 
und bieraus- folgern wir J 








und 








v0 — —— — — wong. und 
-D- = | 
Bufap 1, 


. 730. Bezeichnet x Die Abſciſſe und y die Ordinate einer Curve, 
fo muß der Krümmungshalbmeſſer dem Winkel, welchen die Tangente 
der Curve mit der Achſe bildet, proportional ſeyn; und hieraus geht 
hervor, daß dieſe Curve irgend eine Spirale ſey, welche ſich um den 
Scheitel der Coordinaten windet. 


zn 153 EEE 


Zuſatz a. 
6.9310. Sei: nmn den Winfel, deffen Tangente =zp iR, a9, 
ſo wird p== tang. 95 und daher 
x — C — a cos. — a9 sin.9 und 
„=D — asin.p 4 ap c0os. 9, 
woraus man folgende Gleichung erhält: | 
- X 008.9 +y sin. 9 = C cosp + D sin.9—a. 


Z3ufag 3, 
G. 732. Sollen für 90 beyde Weränderlihe x und y ver: 
ſchwinden, ſo muß man C=a und D=o fegen, und dann wird 
x =a— 8C005P — a9 sin.p und 
7 — asinp + 39 cosp, 
und daher wird, fo lange der Winfel 9 fehr Flein iſt, 
x — zapt 4 zap* um 
yzm-— sap + Tpı 
alfo wird näherungsweife | 
5 = — 34 oder „= — 
⸗ Aufgabe 94 | 
$. 733. Zwifchen den Veränderlichen x und yeine 
Relation aufzufinden, wenn für 
dy=pdx und dp= qdx 
die Größe q irgend eine Bunction von x wird, welde 
wir durch X bezeichnen wollen. 





Yuflöfung. 

Da alfe gq=X if, fo wird gdx—= dp= Xdx, und dem⸗ 
nach erhalten wir durch Integration p = /Adx + C, daher finden 
wir, weil dy=pdx if: \ 

y=/fdx/Xdı--Cx+D; e8 ift aber 
_ jax/fXdx = x/Xdx — /Xxdx,. . | 
wie von.felbft einleuchtet, wenn man wieder die Differenzialien nimmt, 

Die vollftändige Integralgleichung, welche die zwifchen. x und y 
beſtehende Relation bezeichnet/ iſt demnach 


— 
⸗ 
— 


N 


urn 1 — 


y=x/Xdx — /ixdx--Cx-+D, 
und enthält die beyben willfürlihen Conftanten.C und D. Diefe Gleis 
hung wird alfo algebraifch ſeyn, wenn die beyden Differenhialformein 
Xdx und Xxdx die Integration zulaffen. . : 


Zuſatz . 

5. 734. Wenn demnach q=o oder wenn dx als conſtant bes 

trachtet wird, d?y= o, damit X = o werde, fo iſ die voliſtandige 
Integralgleichung y = Cx D. 


. Zufatz = 
g. 735, Die Differenzialgleihungen des zweyten Grades, welche 
fi) auf diefe Art integriren Taffen, wenn dx ald conflaht betrachtet 
wird, find demnach enthalten unter der Form d?y == Xdx?, und das 
ber gibt die erfte Integration dy= dxz/Xdx -+-C, und die zweyte 
y=/d4x/Xdx Cx + D. 


3ufaß 3. 

J. 736. Wenn aber das Differenziale dy conftant genommen 
dyd?x 
dx2 
und die Form der auf diefe Art zu integrirenden Gleichungen wird 

— dydz — Xdx? ſeyn. | 


‚wird, fo findet man, weil p = = it, d=— 





= qdx, 


Bufag % 
$. 737. Nimmt man das Element ds== Ydx® + dy? als 
unveränderlich an, fa wird, wegen dxd?x--dyd’y=o 


Es ift demnah — ds”d’x = — Xdxid y die Form der auf diefe 
Weife zu integrirenden Gleichungen, oder auch ds’ dy=Xdxt, 


wel ud dd=qgds ——+ * ift. 





 Anmertfung. 

G. 738. Man fieht alfo hier deutlich, wie wichtig es fey r die 
Differenzialgleichungen des zweyten Grades von der gewöhnlichen Form, 
wo irgend ein Element als conftant angenommen wird, von diefer 
Bedingung zu befreyen, und fie auf die hier feftgefebte Form zurüc- 
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juführen. Denn wäre die Sleihung ds?d?y = Xdx* gegeben, bey 
welcher dad Element ds = VYdx* + dy? oonflant- genommen ſeyn 
ſoll, ſo laͤßt ſich nicht ſo leicht einſehen, wie man die Integration der⸗ 
ſelben vornehmen koönne. Segen wir aber nach unſerer Methode 
dy=pdx, damit de=dsyı £p: und ®“y=pd’x-dxıdp 
werde, fo nimmt jene Gleichung folgende Form an: 
dx? (1 + p?) (pd’x-+-dxdp) = Xdxt, oder 
(pd’x +dxıdp) (( + p) = Xdx:. 

Weil aber ds und daher auch de? — dx? (1"-- p?) eonſtant iſt, 

ſo wird 








dx (ı +P°) + päxdp = 0 oder 8x = en, 
und daher | — 
xd 
pdx + axap = - 7 — 


ſo daß dp = Xdx werde, welche Gleichung ſich nun ſehr leicht be⸗ 
handeln laͤßt. Man muß bier nämlich feine Zuflucht zu jenen Vor⸗ 
ſchriften nehmen, welche wir oben für die Integration der einfachen 
Differenzialformeln gegeben haben. 


Beyfpiel ı. 
$. 739. Das vollfiändige Integrale der Differens 
zialgleichung “y=ax”’dx? anzugeben, wenn dx ald 
conftant betrachtet wird. 
Da = = artdx if, f findet man, weil dx conflant ges 


nommen * y 
ir _ 





— zatı LLC, 


und wenn man von neuem integrirt: 


matt: 
wo die Fälle, wnnn=—ı und n=— a ift, für ſich entwi⸗ 
delt werden niuͤſſen. — 
IL. Iſt alſo n — — 2, fo wird 


dy_ 2d41* dy 
und daher RaL. x P CC. 


Da nun dy=adxl.x-+ Cdx iſt, fo findet man durch wie⸗ 





—— 10 —— 


derhelte Integration 
yzasl.x—ar+Cz+D 
öder wenn min C ſtatt C--a ſetzt, 
| y=axl.x + Cx + D! 


I. Wenn 12 — 2 und —* adı 





ift, ſo wird 


= . + C, und daher 
al.x+Cx+-D. 


Beyfpiela. 
6.740. Das vollfiändige Integrale der Gleichuns 


ds? d2y x 
———— — — — cOoBs. — 
dxt a c 


su beitimmen, wenn ds = vdx: + dy? als sonfant bes 
trachtet wird. 


Aus dem Vorhergehenden iſt Ha / daß =q ſeyn werde, 





ſo daß die Gleichung q =- cos. - = gegeben ift; eö wird demnach 
qdx = dp = = . C08. =, 
und durch Integration 


Man erhält demnach 
y=— on. : -+Cx+D, 


welches die gefuchte vollfländige Sntegeageiung iſt. 


Aufga. be 95. 

$. 741. Die vollftändige Snsegralgleihung zwi⸗ 

{hen x und y zu finden, wenn für dy = pdx und 

dp = qdx die Größe q gleich wird irgend einer Fune— 

tion von der einzigen Veränderlichen y, welde. durch 
Tbezeichnet werden ſoll. 


Auflöfung 


| dp . a 24 
Weil 4 * = . iſt, ſo wird dx = yı und: daher. 


— 1, 
pdx = — dy= ER. Man erhält demnad) zwifchen p und y die 


abgefonderte Sleihung pdp = Ydy, und durch Integration derſel⸗ 
ben findet man: | 
ip = SYdy +0 und 


CL aryar dy 


Hieraus folgern wir alfo weirer die Gleichung 

Er 5 re Br 
VvoetafYay hi 
welche Integration. von neuem eine willfürliche Gonftante einführt, fo 


daB auf dieſe Art die vollftändige Integralgleichung zwifchen x und y 
gefunden wird. 


x 


Haan: 1; 
pdp 


$. 748. Weil gq= — und ı— 7 it, fo wird 1*875 
Da aber q=Y die vorgelegte Gleichung iſt, fo findet man —Se 
und Daher pdp = Ydy, woraus ſich die vorhergehende Integration 
von felbft ergibt. 


| zufas 2 

$. 743. Wenn das Element dx conftant genommen wird, fo 
werden, weil q ⸗ — ift, die hier integrirten Gleichungen die Form 
dꝛy Vdx? haben, und wenn man dur dy multiplieirt, fo ift die 
Integration für fic) Flar, denn man erhält . 

2dy? = dx?/Ydy + :Cdx*, 
weil dx conftant ift, und demnach wie vorhin 
dy 

ve 


dx = 


\ 


Anmerfung. 


F. 744. Wir haben alfo hier eine Gattung von Differenzial. 
gleihungen, welche durch einen ſchicklichen Multiplicator integrabel 
gemacht werden; woraus erhellt, daß diefe Methode aud) bey Ddiefen 
Sleihungen angewendet werden Fönne, und ed wird fih und Die Se 
legenheit darbiethen, diefe Methode noch weiter auszubilden, weil ihr 

Euler's Integralrechnung. II. Bd. ü 2 
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ausgezeichneter Nußen ſich vorzüglich bey den Differenzialgleichungen 
höherer Grade bewährt, wo die Abfonderung der Veränderlichen Feine 
“ Anwendung mehr findet. Aus diefem Grunde’ haben wir ſchon oben die 
Methode dur Multiplicatoren zu integriren empfohlen, und ihr einen 
entfchiedenen Vorzug vor der Sutegrationömethode durch Abfonderung 
beygelegt. . 


Beyſpiel . 


$. 745. Das vollfiändige Integrale der Differem. 
zialgleihung \ 
a?d?y = ydx? 
zu beffimmen, wenn dx ald eonflant betradhtet wird. 
Multiplicirt man Die vorgelegte Sleihung dur) ady, fo er: 
hält man . 
222dy.d’y= .aydydx?%, 
und dieſer Gleichung entfpriht, weil dx unveränderlich ift, das 
Sintegrale 
| ady? = y?dx? + Cdx?, 
woraus man erhält 
| dx ad 
Vr+6 
und diefe Gleichung gibt nach wiederholter Integration 


x=ally+vy®+C] — alh. 


Hieraus folgern wir, indem wir die Zahl, deren Logarithmus 
== ı iſt, durch e bezeichnen, 


be—yt vn +C, 


und durch Befeitigung der Srrationalität . 


bte* — abye* = C, 


fo daß man erhält 


— C — — 
— ıhbe _ _ , j 
y= :be ze 


Ändert man endlich die Zorm der Conſtanten C md b, fo fir- 
det man | 


y Ce 4 De ® 
als die vollftändige Sntegralglgichung. . 
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"Beyfpiela. | 
F. 6. Das vollftändige Integrale der Differem. 
stalgTeihung. 
| edytLyan=o 
zu finden, wobey dx conſtant genommen iſt. 
Multiplicirt nian mit 2dy, und integrirt dann die Gleichung 
aadyd?y 4 2ydydx? = 0, fo findet man 
a?dy? — y?dx? = .c?dx?, und hieraus fofgf 
er 


endlich gibt die wiederholte Integration 


dx — 


v 


x = aarc. sin. + b 
Es ift alfo 
y . —b b,. x . b x 
sin. —— = 008. - sin. — sin,- cos.-, 
e a a a a a 
bder, wenn die Conſtanten b und e fo geändert werden, daß 
.b . 
c. cos. > =C md — ec sin, — —= D wird; 
 y=C sin. — - D c08. =, 


oder, wenn man die erite Form beybehält: 


y=C sin. (+ e): 
Zuſa tz. 
F. 747. Dieſes Beyſpiel hätte man mit Hülfe des vorhergehen: 
den auflöfen Fönnen, da 

— cos. utv-ı sin.ü mid ET ou — sin, u 
it, und. umgekehrt a 
c8.u.V—ı eu - 2 ig—-ü und 
sin.u.y—ı= en — — 05, 

— — 


Beyſpiel, 3. 


F. 748. Es fey, wenn dx als conſtant betrachtet 
wird, 





3 * 
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dıyVay = dw; 
man beſtimme das vollfiändige Integrale 


‚Da alfo adyd’y = * dx?, fo erhält man durch Inte⸗ 
ay - 





gration u 44 v " dd Vy nv y 
x? vy x y nya 
und hieraus 








dx = dyva 
Vvy-tnva 
Es fey wegen: der Bequemlichkeit nVya=b md Yy=z,: 
damit Av a 
xyn 2dz . 
dy = 2azdz und — * F 


werde, ſo iſt das Integrale dieſer Gleichung 


=: a-abvVbFe+C, 
oder wenn man die Werthe wieder ſubſtituirt: 
= 3(Vy — aVe) VVsr +Ve-+C, 
wo c und C zwey willfürliche Conftanten find. € ift alfo 


* —— 2 = (Vr — aVe) WVy + Ver 
ava 


wenn C — I gefegt wird, und wenn man die Quadrate ninımt, 
| Va 

o wird («+ N}: 

Pur VV 35Ve 4 seven 


inmerfung. 


G. 749. Die gewöhnliche Form der auf diefe Art zu integrirene 
den Sleichungen iſt Demnach, wenn dx als unveränderlich betrachtet 
wird, d?y=Ydx?, welche Sleihung durch die Multiplication mit 
dy offenbar integrabel wird. Sollte aber das Element dy als cons 
dy 
dx 
ft,g=— — erhalten, und daher ift die gewöhnliche Form 


dydx=— Vd xs. Wird ferner das Element ds=Vdx? + dy? 


dp 
ftant angefehen werden, fo wird man, weil q = = und p = — 
dyd: 
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als unveraͤnderlich betrachtet, fo daß dxdex-Hdydy=o wird, 





dıdıy — dyd!x,, 
fo erhält man, da dp = —_ ijt, entweder 
= d sꝛ dꝛ x d __ ds?d2y 
Im gay PEITO an 
und hieraus ergibt fich die Form: 
ds?d?x ds®d’y 
— Idy =Y over dxıt —7 Y 


welche Ausdrüde durch die Multiplication mit dy auch beyde integras 
bel werden, obgleich dieß nicht fogleid) in die Augen fällt. Auf ähns 
liche Art erhält man, wenn das Element ydx conjtant feyn foll, fo 
da ydx - dxddyy=o und dı= — — wird, weil 
d? d’y2 
do= —— 4 var ift, folgende Form: 
y®y+dy = Yydxt, 

deren erftes Glied integrabel gemacht wird, wenn man mit irgend einer 
Sunction von Hr und ydx multiplicirt, alfo auch durch den Mul— 


‚ durch welchen zugleich auch das andere Glied Yydx? 


integrabel macht wird. Nachdem wir nun diefe höchſt einfachen Fälle 
von Differenzialgleichungen des zweyten Grades, welche nicht die min— 
defte Schwierigfeit darbiethen, aus einander gefegt haben, fo wollen 
wir zu den fchwierigeren Fällen übergehen, und zwar zuerjt zu jenen 
Sleihungen, in welchen die eine der beyden DVerä: derlichen x und y 
nicht erfcheint, fo daß die vorgelegte Gleichung nur die drey Größen 
x, p und q, oder y, p und q enthält, denn die Beziehungen beyder 
ſind beynahe dieſelben. 
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8Sapitel I, 
Von den Differenzialgleichungen des zweyten Grades, in welchen 
die eine der beyden Veränderlichen nicht erfcheint. 


Aufgabe .og6. 


(. 750 an dy = pdx und dp = gdx gefept 
wird, und es ift irgend eine Öleihung zwifdhen den 
‚drey Größen x, p und q, in welder die zweyte Ver- 
“änderlihe y nicht erfcheint, gegeben, fo foll die zwi- 
ſchen den Variablen x und y befiehende Relation auf: 
gefunden werden. | 


Auflöfung. | 
Da die vorgelegte Gleichung die drey Größen x, p und q ent: 
haͤlt, fo fehreibe man für die Größe q ihren Werth ze, fo findet man 


eine Differenzialgleichung des erflen Grades zwifchen den zwey Ver— 
änderlichen x und p allein, welche nach den im erften.Xheile gelehrten 
Vorſchriften behandelt und integrirt werden muß. Sit aber das Ins 
tegrale, welches, wenn es vollftändig ift, eine willfürliche Conftante 
enthalten wird, gefunden, fo laßt fish aus demfelben entweder p durch 
x, oder x durch p ausdrücken. Sm erften Sale, im welchen fich p 
. burch x beftinmen läßt, wo demnach p ald eine Function von x er« 
ſcheint, die wir =X fegen wollen, wird man wegen p—=X die Gleis 
hung pdx=dy Xds erhalten, und hieraus ergibt fich 
y=/fXdx -- Const, 
welche Gleichung die zwifchen x und y gefuchte Relation beftimmt. Im 
festern Falle, in welchem x durch p gegeben wird, und demnach eine 
Sunction P von p bezeichnet, fo daßx=—=P, wird man 
y=/pdx=—=/pdP oder y=Pp — /Pdp 
erhalten. Laͤßt fich aber weder x durch p, noch p durch x beftimmen, 
fo muß man fehen, ot man .beyde Größen zugleich durch eine neue Ver: 
Anderliche u ausdrüden fann; denn wird in diefen Zalle xs—=V um 
p=T, jo erhält man y=fUdV. 


— > — 


Zuſatz ı 
J. 751. Man loͤſt alfo eine ſolche Differenzialgleichung des zwey⸗ 
ten Grades ſo auf, daß man ſie auf eine Differenzialgleichung des er⸗ 
ſten Grades, zwiſchen den zwey Veraͤnderlichen x und p zurückführt. 
Laͤßt ſich dann dieſe integriren, ſo ergibt ſich zugleich die Integration 
der vorgelegten Gleichung, indem man nur noch eine neue Integration 
auszufuͤhren hat. 


Zuſatz 2. 

F. 752. Iſt die zwiſchen x, p und q gegebene Gleichung fo bes 
[haffen, daß q den erften Grad nicht überjteigt, oder daß fie ſich auf 
eine folche Form zurücführen läßt, fo erhält man eine einfache Differens 
jialgleichung, in welcher die Differenzialien nur in der erften Potenz 
erfcheinen, und auf welde demnach die bereitö gelehrten Vorfchriften 
angewendet werden müjlen, 


” Zufaß 3. 

F. 753. Erfcheint aber die Größe q entweder in einer höhern 
Potenz, oder gar in einer tranfcendenten Zorn, fo muß man feine Zus 
ſlucht zu jenen Kunftgriffen nehmen, welche am Ende des erften Thei⸗ 
les für die Auflöfung folcher Gleichungen gelehrt worden find. 


Anmerfung. 
$. 754. Wenn in der Gleichung zwifchen x, p und q der Bud 
ftabe q bloß in der erften Potenz erfcheint, und demnad) für q = —- 


eine einfache Differenzialgleichung erhalten wird, fo find die vorzüglid)- 
ſten Sälle, in welchen die Sntegration gelingt, folgende: 

1) Wenn diefe Differenzialgleichung die Ab‘onderung zuläßt ; 

2) wenn eine von den Veränderlichen p und x, felbft wenn auf die 
Differenzialien Küdficht genommen wird, den erſten Grad nicht 
überſteigt; und 

3) wenn beyde Veränderliche x und p durchaus dieſelbe Anzahl von 
Dimenfionen bilden, in welchem alle die Gleichung homogen 
genannt wird. 

Der minder allgemeinen Fälle, wie wir fie oben entwidelt ha— 
den, erwähnen wir bier nicht. Wenn ferner die Sröße q entweder in 
höhern Potenzen, oder ſelbſt in tranfcendenter Form erſcheint, fo find 
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die vorzüglichſten auflösbaren Fälle, wie wir oben gelehrt haben, 
folgende: 

1) Wenn zwifchen x und y irgend eine Gleichung gegeben wird, in 
welcher alſo p ſehlet; 

2) wenn die vorgelegte Gleichung nur die Größen p und q enthält, 
welche beyden Fälle wir aber ſchon im vorhergehenden Kapitel bes 
handelt haben; 

3) wenn in der gegebenen. Gleichung die beyden Beränderlichen ; p 
und x durchaus diefelbe Anzahl von Dimenfionen bilden; 

4) wenn in der Gleichung zwiſchen x, p und q eine der beyden Ver: 
änderlichen x oder p bloß in der erften Potenz erfcheint ; endlich 

5) wenn die gegebene Gleichung fo gebildet it, daß fie durch die 
Subftitutionx=v®, p=z"tr? und q—®t in eine homogene 
Sleihung zwifchen v, z und t übergeht, bey weldyer alfo durch⸗ 
aus diefelbe Anzahl von Dimenfionen Statt findet. 

Zür Diele Fälle wollen wir nun Beyfpiele anführen. 


Benfpiel ı. 


6. 755. Eine ſolche Gleihung zwiſchen x und y 
aufzufinden, daß wenn dx als conflant betrachtet 
(dx2 + dya* 

dıd?y 
tion X von x gleich werde. 


Wird dy — pdx und dp = qdx gefegt, fo findet man 


wird, die Formel einer gegebenen Funec⸗ 


3 
213 j a)3 
urp x Arride alfo 
q dp 
dı dp 
= 


— —, 
G + P9* 
und da bier die Beränderlihen x und p abgefondert erfcheinen, fo gibt 


die Integration 
p | dx 


———— — — a — 
\ 


VaR J% 
Man fee J = V, als vollftändigem Integrale betrachtet, 


fo wird V eine Function von x bezeichnen, daber iſt 


= VYyıtp wm p = 7 


— 25 em 


und demnach 
dy= pdx == 





v 
Vi v 
— Vdx 
ef 
Dann aber findet man dad Element 


Vd x⸗ + dy? = dxyı +p= — — 





Vı — vs 
und das Integrale diefer Gleichung gibt | 
dıyı $p= I 
Vı-v 
Zuſatz ı 
G. 756. Bezeichnen x und y die rechtwinfligen Coordinaten einer 
+ 


Eurve, fo ift die Formel 





a 
* I” der Krümmungshalbmeffer derfel« 
ben, und demnach wird hiedurch eine Frumme Linie beftimmt, deren 
Krümmungshalbmeſſer als eine Function der Abfeiffe x erfcheint. 
| Zuſatz >. | 

$. 757. Muß alfo der Krümmungshalbmeffer der Abfeiffe x um⸗ 
gefehrt proportional feyn, fo feße man X = * —, und man erhält 


"uxdx ab 
ende tes, alſo 


__ ar + ab) dx 
‚pe — (12 + ab 
welche Gleichung die von einem elaftifchen Baden gebildeten Curven 
darftellt. 
3ufeg 3. 
$. 758. Sf Vax oder X= = 





‚ fo erhält man, wenn 
xad« 
—— I 
Vı— x 


weiches Integrale in den Bällen, in welchen entweder n = 


die beyzufügende Conftante außer Acht gelaffen wird, y= 


ı 
sk + ı 
den = —- ift, wobey keine ganze pofitive Zahl bezeichnet, eine 
algebraifche Form erhalten kann. 
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Beyfpiel a2 
G. 759. Eine Gleichung zwifhen x und y zu fin 
den, wenn dx ald unveräuderlid betrachtet, 
dx(de +dy?) + xdydy= oadyyYar + dy 
feyn muß. 

Wird dy=pdx gefeht, fo nimmt unfere Gleichung, weil 
d?y=dpdx iſt, folgende Form an: 
ax G-4 pr) + xpdp = adpvı F pn 
welche Gleichung durch Vı+p dividirt, integrabel wird, denn man 


. erhält: 
sYıtp ap b oder ——— 


ı + p® 
Weil nun 
y=J/pdx=px — Sxdp if, fo erhält man 


y- ap? + bp [2 ep+b 
Vırp Vı+p 
oder, wein die Integration auögeführt wird: g 
ap® + bp Ä P+Vı-+p v: 
y= —- —ayı : — bl. ‚ ober 
— +Pp | 
bp—a p+Vı+p 
Ay +p El — /, 
fo daß alſo beyde Veranderlichen x und y durch p ausgedrüdt werden. 
Da alfo aus der erften Öleichung 


bb t+ıVerbo 


x2 .— a: 


bı + aya? - b2 — 2 


12 — 2a? 





‚und 


ı + p® = 
gefunden wird, fo erhält man durch Subſtitution diefer Werthe: ‘ 


a(a +b?— 12) + bıVa®+ 2 — x: bl. b+VE+B—® 


_- bs FaV2eLb—_x2 ‚a(—a) 


oder 
avaetoen pi. bt Verb 8 


n(x—a) 
3 u f a6. 
$ 760. Laͤßt man die durch die exflere Integration eingefüßrte 
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| Conſtante h verſchwinden, fo erhält man zwiſchen x und y eine alge⸗ 
braifche Sleichung, denn es wid y= Ya: — x. Wenn aber b 


nicht verſchwindet, fo ift. die Integralgleichung tranſcendent und ent⸗ 
hält kogarithmen. 










Bepſpiel 3, 


. 761. Eine Gleichung zwiſchen x und gu fin 
den, wenn 


adeyVa®-t x: + aadıdy = xtde 
werden muß, fobald dx conflant genommen wird. 
Für dy=pdx erhalten wir die Gleichung 
adpvVar + x + a:pdx = x?dx, oder 
dx x2dx 
rt ara — 
in welcher die Veränderliche p den erſten Grad nicht überſchreitet. 


— + x2 


it, fo wird diefe Gleichung integrabel gemacht, wenn man fie mit 


x+ Ya Bi multiplicirt, denn man erhält: 
d 2 
p (x + Va’ rt tx] - [eis + VER, oder 





a? Va? — 2 + 22 
sd 5 
un p[x+ + x] =; | Vers en 
aber es. it | 
— * (8 — 2a?) Ve + C, alſo wird 
a2 


p[x + Ve r2]= _ kn CE SEE WE +C, 


3a? 
Multiplicirt man diefe Gleihung duch Va? + x? — x, fo daß 
= — uVeitr LCValz — Cx 
wird, fo findet man, weil dy—=pdx ift, durch Integration 
aym—irt ger seh r)Vaor he 
zer + e/isVe tr. 


‘ 


— 2 — 


Wenn alſo die Conſtante C verfchwindet, ſo erhaͤlt man eine als 

gebraiſche Gleichung zwiſchen x und y, naͤmlich | 
gay bax ale x) Vet 
Beyfpiel 4 

$. 762. Das Integrale der Differengialgleihung 

des zweyten Grades 
(ady? + xdx?)dy= nxdı'dy 

zu beflimmen, wenn dx als conflant betradhtet wird. 

Sey dy==pdx, fo erhalten wir, weil d?y = dpdx ift: 

(a’ p? 4 x?) dp = npxdx; 
und da diefe Gleichung homogen ift, fo fegen wir <= pu, fo wird 
pP’ (a +w)dp= np*u(pdu--udp), oder 
dp _ nudu 


PP a+u-nw 
und durch Sntegration diefer Gleichung: 


,=- — 51 [a® -F ( —n) u?] -+ Const. 
Hieraus ergibt fi * nun 


p=C[® + (ıi—n)wfe-D m 


‘ x — Cuſa? + (ı—n) u2]?01—»), 
Da ferner u 


| Ins 
y=px— /xdp und dp= Cnudu[a? - (1—n) u!]’ Guy 


iſt ſo wird 


— —— ſa? (1 — 
Für den Fall aber, wo n=ı ift, wird 


p=+c und u=ayal?!, alfo 
2a? c 
x epyal! und = aptVal- — aypdpvVal!. 
Zufas. | 
$. 763. Iſt n =7, fo wird 


x=Cuya + iu un 


' | | . — 20 — 
— Cu (aꝰ 4 202) —;Cu + D=Cu(a+:u) + D, 
und ſo erhält man die zwiſchen x und y beſtehende Relation in einer 


Agebraiſchen Form, walches auch der Fall iſt für nz, oder. für 
1*2, oder für n=t uf. w. 
















Beyfpiel 5. 
$. 764. Die Differenzialgleihung des. Iweyten 
Grades 
adxdy? + z’dxd?y = nxdyVYdx* - a! (d?y)? 
ju integriren, wenn dx als conflant-betrachtet wird. 
Man fepe dy pdx und dp=—=gädx, damit dy=gqdx 
werde, fo nimmt unfere Gleichung folgende Form an: 
ap Hg =npıyıyaq, 
welche Gleichung in Bezug auf p und x homogen if. Man ſete alfe 
= ux, fo erhält man 


au? - q=nuyı- a’gq?; nun ift aber 
dp=gqdx—ndx + xdu, un demnach wird 





dx — du 
ı — q — u 
Aus der obigen Gleichung zwifchen q und u aber erhält man 
au? nuYı — n?a?u? — at u⸗ 
rn m 
_ a(ı+au— n?au?) + nuVYı — n?a?u? + atu® 
TU n?a?2u? — ı 
| and ‚fo ‚findet man 
dx du n2a?ur — ı 


x u 1 +au— nr aꝛ + nYı _wewtau 
Es wird alfo x dur) u, und daher auch p = ux durd) u außs 
gedrückt, und hieraus wird y=/pdx = /uxdx abgeleitet. 


Zuſatiz ı 
$. 765. Die obige Differenzialgleichung läßt fich auch auf die 
dorm 
— du ı au — n2adu? — nYı — n?a?u? + atu® 


i n — 1 — 3au + (n? — ı) a?u2 


d 

x 
ingen, und in diefer Geſtalt Täßt fi ich leichter erfennen, wie man die 
tegration auszuführen habe. - 


on 5 fen 2. 
J . „66. Bemerkenswerth md ber Ball, wo mn en y: de 
fan erhält dann 


dx, du ı Lau— au (1 — au?) VA ‚ 
— ou, 





x u . (1 — au)? ı ode 
dx „du ı F3au— (ı ram Aut oym „aduß—av 
x u ı — au u 1— au 


EN u 


und hieraus ‚ergibt. fih 
Ix = (1-—-Y2)u— (8—ayo)l (1 an) + Come, ot 


zur ci — wie = 6. top! 


Beyfpiel 6. 


| $- 767. Man beftimme bad Integrale det Dift 
renzialgleichung 


dxsdy — xds?d’y = adrdsy(dz): T d, 
wenn das Element ds = Ver tiy als unverände 
lich angeſehen wird. | 

Für dy = pdx wird desadxyYı —p?, + p ‚ und weil ds = 


iſt, ſo wird 
pdpds — — pgdr 


| ı mp ı + p% ’ 
wobey dp = qdx ift, dann aber findet man 


dx — 


ydx? 








a | ' — — p? —— __ 
d?y = pd?x + dpdx Ip +4 ddr It 
und Daher | 1m 
2 
(x)? + a = — 
| VTT 
werden nun dieſe Wetthe ſubſtituitt, fo geht unſere Gleichung über 
|  P—-gqgx=ag | 
und durch Differenziation erhält man ‚ 


— xdg=adg, ap dgd=o und q — — 
Man findet demnah 
P — /qdx = ta, 


welcher Werth fich auch aus der Sleihung p=(x!+ a) q ohne 3 
tegration ergibt. Endlich aber erhält man 


— 31 ie 


welches die geſuchte Nuftandige —2 iſt, und die zwey 
Conſtanten b und. c enthaͤlt. 


Bey ep el 7. 

$. 768. Man ſuche das Integrale der Ditferenziah 
le des zweyten Grades 
gleihung.des zwey °F — 

axdy — xde day — 

Vdxs + a2dst (dey)% 
wenn das Element ds — Vdx? + dy? conflant genoms 
men wird. 

‚Wird dyy=pdx und dp=gqdx, alſo de= axyı * p 
geſeht , ſo erhaͤlt man 
pqdx? 
ı Pr 











dxd?x dx ‚gi 

dy "por rp 

ds®dy= qgdxt; 

daher geht unfere Gleichung über in J 
| — q 

p— gx Tree = 
und wenn man diefe differenzirt, ſo findet man 
bdgq 


(1 4 a2 or 
woraud entweder dq = 0 oder x— 


ex = — 


alfo 





und d?y mn 








— tdgo= 





gefolgert wird. 


Sm erſtern Falle iſt q— und p= - +, und 





daher 


nenk=4+ 


b 
Ve+ 
. 
Vers + @ u 


Am zweyten Salle, wo x = — iſt, wird 
+ 2q)% 
pa — — 1 3 — —— 
(1 + a? q?)» Vı+ a? q? (Ga tem 
Nun ift aber 


dx Höwbadg daher ift 
G+ap. ' 


zen 5372 SEE 


Jarb2gtdq 
.a’+ 22994 
und;nach gehöriger Reduction erhält man 


_—ıbg—-abgp | ,,l( da 
rt [or 
Es iſt aber u 


4 dg — q u a-ı | dq , 
G+@pt aa He ron /Trem 


uͤſo | , . 
—_— 1 _ — _ +: dq Ä 
Er r a? q%)> — 4Ci . a? q?)2 + —F und | 


Sl + 2? q?)? 3 (ı ö a (ı + a2q2) + FR + eg 


= UT +; — 8rTCc. ang. 840, 
und demnach 


dy=pdxs= 


dq 3q 3 
* + a2 q2)> = 401 ram + 8(1 + a2q2) Ba arc.ig. ag, 
folglid) wird | 
—_ _baGtHtrad) b?q 3b*q 
Yoga te Tore Toren 


3b? 
4 5, arc.tang. aq, 


a x — — ift, und daher wird 


ſo daß auf dieſe Art eine Gleichung zwiſchen x und y aufgeſtellt wer: 
den Fann ; übrigens iſt diefes Integrale, wie wir r oben gefehen haben, 
nur ein particuläreß. 


Aufgabe 97. 
$. 769. Eine Sntegralgleihung zwifhen x und 7 
aufzufinden, wenn irgend eine Sleihung zwifcer 
y, pundg vorgelegt wird, in welcher alfo die Ver 


änderlihe x nicht erfheint, und wo dy = pdx un! 
dp = qdx iſt. 


u 55 m 
Auflö „ ung. 
Bei y= I und d«= ei it, fo wid g = Per, man 
ſetze demnach in ber volden Y, p und q gegebenen Gleichung überall 


ſtatt den Werth _ F ER, fo erhält man bloß zwiſchen den beyden Ver⸗ 


aͤnderlichen p und y eine Differenzialgleihung des eriten Grades, deren 
Auflöfung mh nach den oben erflärten Methoden verfuchen muß. Hat 
man aber zwifchen p und y Die Integralgleichung gefunden, fo fann 
man aus derfelben entweder p durch y oder y durch p beflimmen, um, 
die zwepte Integration deſto leichter ausführen zu fönnen. Läße fi ch 
y bequem durch p ausdrücken, fo daß y als irgend eine Function von 
p erfcheint, welche wir mit P bezeichnen wollen , fday=P iſt, 
wird dx = — und daher = [it=! =-—4+ —. Laßt 
fi) aber bequemer p durch y beflimmen, fo daß p=Y wid, uobeg 
Y irgend eine $unction von y bezeichnet, fo erhält man x = = 
weil dx = * iſt. Sollte aber Feine dieſer Beſtimmungen gelingen, 


fo druͤcke man die beyden Größen p und y durch eine neue Veränders 
liche u aus, fo dag p=U und y=YV werde, wobey U und V Zuncr 
tionen von u bezeichnen, fo erhält man dann hieraus dx — T und 

bLN 


i— /Z = ‚ und auf diefe Weife wird durch doppelte Integration 
das volljtändige Integrale gefunden werden. 


Zuſatz ı. 

(. 770: Die Auflöfung folcher Differenzialgleichungen des- zwey⸗ 

ten Grades wird alſo auch auf eine Differenzialgleichung des erſten 

Grades zurückgeführt, und kann man dieſe auflöfen, fo läßt ſich auch 

jugleich das Integrale der vorgelegten Gleichung darftellen. «. 
Bufag 2. 

$. 771° It die zwifchen y, p und q vorgelegte Gleichung fo 

befchaffen, daß fich aus ihr der Werth von q bequem beflimmen läßt, 

und demnach q als Zunction von y und p erfcheint, welche durch T 

bezeichnet werden fol, fo wird pdp= Tdy, welches eine einfache 


Differenzialgleichung des eriten Grades it. W 
Euler's Integralrechnung. 11 Bd. % * 


— 34 (mm 


Zuſatz 3. 
$. 772. Wenn eine folhe Entwicelung nicht gelingt, indem die 
Größe q entweder in höhern Potenzen oder unter Wurzelgeichen, oder 
fogar unter tranfcendenten Sormen erfcheint, fo ift die Differenzial⸗ 
gleihung zwar vom eriten Grade, allein complicirt, und man muß fie 
dann nach den oben gelehrten Methoden behandeln. 


Unmerfung. ı ” 

6. 773. Weil fi die Differenzialgleichungen des erften Grades 
nur in wenigen Fällen integriren laffen, fo wird e8 gut feyn, diefelben 
bier zu bemerfen und durch Beyſpiele zu erläutern; inzwifchen Fann 
man auch tie übrigen Faͤlle ald aufgelöjt betrachten, und dieß ift bey 
Differenzialgleihungen höherer Ordnungen vorzüglich nöthig, um die _ 
Auflöfung derſelben quf. eine niedrigere Ordnung zurüdzuführen, denu 
man pflegt in der Analyfis alle jene Lehren, welche nad) dem Plane 
ded Vortrags vorausgehen, gleichfam als gänzlich vollendet zu ber _ 
trachten, obgleich fie noch vieles zu wünfchen übrig Taffen, um auf 
dieſe Weife die Anzahl der unvollendeten Lehren zu vermindern. Iſt 
man gleichwohl auch weit entfernt, die algebraifchen Gleichungen aller 
Grade auflöfen zu fönnen, indem wir die Öleichungen bloß bis zum 
vierten Grade aufzulöfen wiffen, fo betrachten wir dennoch in der hö« 
bein Analyfis die Auflöfung. aller jener Gleichungen ald eine befannte 
Sache. Es läßt ſich aber hievon auch wirklich Anwendung machen, 
indem man. in der Ausübung fich damit begnügt, aus einer vorgelegten 
Gleichung den gefuchten Werth näherungsweife fo genau beftimmen zu 
können, ald man nur immer will. Weil wir die Methode, die Intes 
gralien der Differenzialgleihungen des erfien Grades näherungsweife 
zu beftimmen, bereitd gelehrt haben, fo Fönnen wir nun auf diefelbe 
art die. ganze Rechnung als. völlig vollendet mit Recht betrachten, fo 


bald wir. die Auflöfung der Differenzialgleihungen höherer Grade auf 


jene des erften Grades zurüdzuführen im Stande waren. Wir werden 
demnach auch in dieſem zwepten Theile die Rechnung für beendigt hal⸗ 
ten, fo bald wir eine vorgelegte Differengialgleihung des zweyten Gras 
des auf den erſten Grad zurüd'geführt haben. 
Anmerfun g 2. | 
$. 774. €8 find demnad) die Differenzialgleihungen. dee zwey⸗ 
ten Grades, welche ſich auf dieſe Art auf Differenzialgleichungen des 


m 55 m = 

erſten Grades zuräcdführen laſſen, fo befchaffen, daß wenn dyy=pdx 
und dp==gqdx gejegt wird,, die Veränderliche x aus denfelben vere 
ſchwindet, ugd eine Gleichung zwifchen den Veränderlichen y, p und. q 
allein erfcheint. Die Bälle, in welchen eine folche Gleichung auflösbar 
iR; find demnach von doppelter Art, zu derch erftern man jene Fälle 
rechnet, in welchen q bloß: in der een Potenz erfcheint, und man 
kann demnach q irgend einer Function von y und p gleich feben. Da 


pdp 
alſo g = Ir — == f(y, p), welde Sunction wir = T fegen wollen, 


fo wird. die Auflöfung in folgenden Fällen gelingen: 
1) Wenn T eine homogene Function des erften Grades von y und 
p ill. | 


2) Wenn T = — wobey P und Q was immer für Functio⸗ 
nen der einzigen Veraͤnderlichen p bezeichnen; denn in dieſem 


Falle wird Pdy=ypdp + Qpdp; Abrigene gehört hierher 
P 
T pe — —. 
auch ber Sal — 


y° 

9 Wenn T= p(Yp-£ 2) it; fo bald-Y und Z was immer für 
Functionen von y brieichnen, weil dann die Gleichung 
ivelche die Veraͤnderliche p p nur in der erften Poten enthält, in⸗ 
tegrabel wird. Hierher Bann auch der Sal T=p Ar + Zpy 
gerechnet werden. 

Zu der zwegten Gattung gehören jene Fälle, in welchen die 
Größe q entweder in höheren Potenzen oder unter Wurzelzeichen ers 
kheint, oder fogar in tranfcendenten Formen vorfömmt, und in diefen 
läge fich die zwiſchen y, p und q vorgelegte Gleichung dann auflöfen: 
1) Wenn für q Pu, alſo u 2 zwiſchen y und p eine homo⸗ 

gerie Gleichung erhalten wird; eine ſolche Gleichung nämlich ; in 
welcher 7 und p durchaus diefelbe Anzahl von Dimenfionen bils 
den, wie auch übrigens bie Größe un der Gleichung verflochten 
erſcheinen mag. 

3) Wenn in der Steigung; weiche durch die Subftitution q=pu 
zwifchen y, P und u erhalten wird, die eine der beyden Größen 
y oder p bloß in der eriten Potenz erfcheint. 

Gy Wenn für y — vb, p e und ur eine homogene 

3 * 
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Gleichung zwifchen den drey Größen v, z und t erhalten wird; 
denn folche Gleichungen haben wir oben auflöfen gelehrt. - 


Beyfp iel ı. 

G. 775. Man erhalte, fo bald das Element dx als 
eonftant betrachtet wird, folgende Differenzialglei- 
hung des iwenten Grade: | 

. yt Adxdy + Bydu = o; 
man befimme * vollfiändige Integrale derſelben. 

Wird dy=pdx und dp—qdx gefegt, fo wird unfere Glei⸗ 

hung übergehen in | 
q--Ap+By=o oder pdp+Apdy+Bydy= o, 
und. weil diefe Sleihung homogen ift, fo verwandelt fie ſch wenn 
p=vy geſetzt wird, in folgende: 

”ydy--vyP?dr-+ Av ydy + Bydy =o;. 
und hieraus ergibt fich: 


ytrarıds 
Sy W HAr+B=(r +) (r+R, fo ab a A 
und aßFB ift, fo wird 
dy + adv Bdv 
yta-90+) G-9CG+N 
und daher durch Integration , 
tet) rer: I +M=C, oder 
'_® a . 
yzıak +77 (ta B, und daher 


— « 











 r=vV=a(H Ann er 
dann aber wird 
dy_  dy 





dıe= —- =, und weil 
a on 

I _ — vdv 
JtermvrE. fo erhält man’ u 
dx dv 0 dv 
”tAv+B (2 — 8) (v-+ eo) (a — PB) +9’ 

ı . ‚te J 

und x m a«—ß 5 t Const. 
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Diefe Auſteſung aber laͤßt ſi ic auf folgende Art Teichter ausführen. 
WVeil 





dy _ _uvdv. und? dx dr 

* Hat . 6 +o)Wr+B’ 
fo wird | 
rasen und Yon, alfo 


lytax Rice ud IyH-pßx=1ib — l(r-a), 
folglich 
re 2* und Ham, 
und. hieraus ergibt ſi fi . 
a— B = — - (ben ft — ae °*), 
alfo wenn man bie Sonflanten verändert: 
y= de” a 1 Be —Pz, 


neiche: Sategration Statt ‘findet, wenn a und ß reelle und ungleiche 
Brößen ſind. Da wir num 


vn. ot. Au B= (ta) w+ß) 
geſetzt haben, fo. wird 
a: VER Bw B=:A— YVilt_B, 
8 find demnach hier drey Bälle zu entwideln, denn es ift entweder 
A? —B pofitiv oder negativ, oder ed verfchwindet diefer Ausdrud. 


. 1). Es ſey A— m und V:A:—B=n, fo iſt das vollſtaͤndige 
Jutegrale der vorgelegten Gleichung 


1 ze (ato)z 1 Be-and)z —ı em: (Vemer Bern), 
a) Sy: Am.m und yA—B= nY—ı, fo wird, weil 
Sen VSSDM cos. nx + Y—ıesin.nx und 
e— a2V-ı — cos. nx — Y—ısin.nx; 
nach Änderung der Conftanten: 
yzo-—n: (€ cos. nx + D sin.nx) = Ee-"* cos. (nx--e), 


3) Sm. endlich & :A—m und Y;A: — B=o, oder im erſten 
dalle no, fo wird, weil ms —nx und er—ı-tng if, 


y=er" (CE +- De) 


= 


3ufa N 1. 
9. 776. Um alſo das Integrale der vorgelegten Gleichunh zu 


beſtimmen, muß man die Wurzeln der Gleichung v Av B=o 


ſuchen, und nach Auffindung derſelben wird die Beſtimmung des voll | 
Rändigen Jutegrals keine Schwierigkeit mehr haben. 


Zuſatz 2. 
$. 777. Die quadratiſche Gleichung 
oa v? + Av + B=o 


hat eine merkwuͤrdige Analogie mit der vorgelegten Gleichungd 


dy-+ Adydx + Bydx- - 0, 
denn ſie entſteht qug dieſer ‚ wenn man 2, v, v⸗ flatt y, 2, * 
ſeßt. 
zu f ah 3. 
6. 778. Hat man ſich aber einmal die algebraifche Gleichung 
v + Av B0 gebildet, und ift (ua) Ein Zactpr.derfelben, 
fo ergibt ſich aus demfelben fogleih das particuläce Integrale 
y—=4HeT*, und auf diefelbe Weife wird der andere Factor v — 8 
dad particuläre Integrale y — Be P* darbiethen, und durch Were 
bindung bepder endlich erhaͤlt man das vollſtaͤndige Integrale 
= Yor°t 4 Behr, 
BEE Anmerkung. 
$. 779. Weiter unten werden wir eine leichtere Methode für die 


Behandlung folcher Differenzialgleichuingen des zweyten Grades lehren, 
die auch ihre Anwendung findet auf Gleichungen von der Form 


dꝛy -4 Pdydx + Qydı? = o, - 
wo P und Q beliebige Zunctionen von x feyn ſollen, ja es wird fich 
diefelbe ſelbſt ausdehnen laſſen auf die Form 


| d’y + Pdydx + Qydx? = Xdxt, 
wenn für X irgend eine Zunction von x geſetzt wird. Jene Methode 


wird ſich nämlich daraus ableiten laſſen, daß in ſolchen Gleichungen 


die Variable y mit ihren T Differenzialien dy und d?y durchaus nur in 
der erften Potenz oder. gar nicht erfcheint, und mit Hülfe derfelben. 
wird ſich die Auflöfung auf eine Differenzialgleichung des erſten Grades 


“ 


\ 
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zuruͤckleiten laſſen, in welchem Falle dann die Operation fuͤr beendet 
zu halten iſt; wenn man aber auf dieſe Art eine Differenzialgleichung 
des zweyten Grades auf eine Differenzialgleichung des erſten Grades 
zurücdführt, fo. muß man fich wohl in Acht nehmen, daß man diefe Re: 
duction nicht für eine Integration hält, auf welche man naͤmlich bloß 
mit Hülfe einer zweckmäßigen Subſtitution gefommen ift, denn man 
bat Demungeachtet noch zwey Integrationen auszuführen, durch welche 
eben fo viele willtürliche Konftanten eingeführt werden, wenn das volls 
fländige Integrale verlangt wird, wie wir es in diefem Beyſpiele, als 
im vorhergehenden deutlich fehen. 


Beyfpiel ne. 


F. 780. Man beſtimme das vollftändige Sntegrale 
folgender Differenzialgleihung des zweyten Grades: 


abd?y = dxYy?dx? I a2dy® . 


Wird dy=pdx und dp=gqdx gefegt, ſo geht dieſe Sleir 
dung über.in folgende: 


—  _ abpdp . ___pdp 
abg=Vyp tap 5 ’ = dy N weil a 


it, und da dieſe Gleichung homogen’ iſt, ſetze man — Az wird : 


ydyY 1 +5 — DI (say —ydu), oder _ 


u utdyva: + u: = abudy — abydu, 
und demmach wird | u 





dy abdu 


—— mn 
nn 


7 abu — ‚Va? + u? + 7 


Man ſetze Va uw su, fo wird 








a? du —sds dy__ — bsds — ds 
2—ı u 82 — 1 y a2 —as—b s®2—ans—ıf 


wenn £ = an gefeßt wird. Folglich it 


adyVmtı., —dsa+VmFn) , da-VerEN 
7 s—n—VYı?-ı j s-n+ Var 
und daher C G_n+Vmrg Vet 


yaYaı t3 = . 
j G-n—-Var+ı)' Vatı 


— 40 m 


Es wird alſo Dur s gegeben; man fege daher y== 8; fo wird 





a sVr—ı 1 ' 
um ga P=77, J 
ads | — asd 
de = ——— oda dio HS, 
sVve-ı — 1 (s? —ıns—ı)Vs<ı 


welche Sormel man rational barftellen und durch Logarithmen oder Kreis⸗ 
bogen jntegriren kann. 


Beyfpiel 3. 
$. 781. Man fege dy=pdx und dp=gqdx, und beftimme 

dann Das Integrale folgender Gleichung: 
(+ MVp! +7” 

Der Per er) Serra 
Beil gt ik, ſo wird -- 


Ay Hy) VPr+y = anpydy + nydy—nypdp; 
und da diefe Gleichung homogen iſt, ſetze man p=uy, fo wird man 
erhalten: 

y? iya ta Zanuypräytaprdy—auy dy —nuy'du 
und! hieraus ergibt ſich 


— ny. —— 


ns (we Vi I®_nwon “rn a-VıFrnM —— 
es wird alſo y durch u beſtimmt, und daher wird p= u) und 


dy ndu 
dı=s— == EP ns 
-Uy " (u? +1)@a—Vı + u) 
Kür den Sall, wo n= ı ift, wird | u 
— — ZUG n 
227 (u +1) Vu®-+ı—ı] uw pi). n.n 
a ZWa+Vı rw) 
em). 
Es ift aber — 
du == 1 ba : — — * au  — arc,tan u; 
a a See a en 
du _] Vetı—ı SL du ___ Ver, 


. — — — , — — 
uyutı u wVu® + ı u 
Bl . ” EN . 





zn /) Cm 


und denmach erhält man: - | BUT 








.: - —— veH ——— ir, en und 
...2=D+ vers), are. tung. u. j 5 
Hierans folgt ferner: | ü 53 

rn 
Bu zer = + are. ‚ou II u 
“ AL 


„Führt man aber dem Winkel 9, deilen Eofinus = * a 


die Rechting ein, ſo fetten fi ic) die obigen Oleichungen. unter fogcũ 
den Formen dar: 1 


1 — _—. und =@aro rem: 9. 


1 — cos, 2 
rtrk | 
on zo Zufap 1. 
$. "Ba, Aus der anfangs gefundenen abgefonderten Otsihung 
ergibt fich eine befondere Auflöfung, wenn man der Größe u einen fols 
hen conflanten Werth beylegt, daß der Nenner verfchwindet ; wenn 


man nämlich ns) 
uyYm—ız all p=yyYa—ı und. — 22 
ſetzt, und dann erhält man Iy=mla+ıYm —ı. 1... 

0 "Bafap 2000 > 2009 


he 483. Wenn n = ı iſt, -fo gibt diefer befondere Fal y=a 
für jeden Werth der andern Beränderlihen; denn ed wird u=o, 
alfo auch p==0, fo daß aus der Gleichung = = pe dx die Groͤße x 


ſich nicht beſtimmen läßt. --= - 
AiAnmerfung. BE it. 
$. 784. Wenn y den Leitftrahl, der von dinem firen Punch zu 
einer beliebigen Curve gezogen wird, und x den Neigungswinkel des⸗ 
ſelben gegen irgend eine der Lage nach gegebenen. geraden Linie bes 
zeichnet, fo drückt die Formel Eee den Krümmung: 


® 


un 42 mm 


halbmeſſer diefer Curve aus. In dem vorgelegten Beyſpielr wird alfı 
eine Curve von der Befchaffenheit gefucht,, deren Krümmungshalbmeffe 
== ny ill. Diefer Aufgabe leiftet, wenn nr ift, auch ber Wertt 
7 Genüge, und bezeichnet einen Kreis der auch aus der Inte 


Vu 
die Eonflante C unendlich groß — denn dann muß nothwendig u=o 
aud po feyn, und fo bleibe der Winfel x unbeflimmt. Außer dem 
Kreiſe aber entfprechen noch unzählige andere Eurven unferer „u 
Sftn>ı, fo gibt die particuläre Auflöfung‘ ly=la+:x xy: 

die logarithmiſche Spirale; übrigens leiften aber auch hier wieder un 
ählige andere frumme Linien Genüge. In den Fällen, wo n.< ı ifl 
gibt es Feine ſolche particuläre Auflöfung, fondern man muß die für 





gralgleihung y = C (1 — —) gefunden wird, wenn mat 


— 


d 
T und dx gefundenen Formeln wirklich integriven. : 


| Beyfpiel 4. I EEE Be 
\. 185, Eine foldhe Sleihung zwifhen x und ygı 
beftimmen, daß, wenn dy=pdx uud dp=adz geſeb 
wird, Die Gleichung nd 
i pp NVFER D a 
ap? + y°— 4J 
Start finde. p 
Weil tm, fo fege man pꝛ 45 = 2?, und mar 
wird, weil pp —=qdy iſt, erhalten gdäy > ydy=zdz ode 


gy+y= 5 die vorgelegte Gleichung aber erhaͤlt die Form: 
.! a (22° — y — gy)= a (22 = , oder 
2dy= z2azdy — arca und demnach wit 
dy — adz ady de 











an et 
alſo durch‘ Integration: 
y ud p= 22 — Cr „_ _C: tar 
24 —% sa—z sa—z 
Es it aber z= —— alſi 
= 7; alle 


Pecrp Im C+y)% ’ 


— 45 mn 
und hieraus ergibt ſich deninach | 
| dr. C+y)dy 
x —I gemessenen | 
vg _(c+ 
oe wenn ** == u gefegt wird: . 
dx = (+ du Ä 25 
suy4au — (C- u 


Diefe Gleichung ſtellt ſich unter einer jeichter zu lchandeladen 
doerm dar, wenn man 


vn a — + np 
4 fept, denn dann wird. - | 
| iu = Zeit navi 
aꝰ C «4 2a cos. — ud 
.. Cd .. 
di — da — — — — u oa 
J— — 2a2 — C + 22 cos. Var — C 


oh .. 


Die Integration diefer Bleichung gibt . 


23x = e. — RK arc, Cos. Set . 
says 


und wenn m = — geſeht wid ifo“. 
m 46260 
c avi m — me 


und — 6 — —, Dr 
u ı+Vı—m . E eat Vie 
folglich yo — ſo findet zum 


cos, 9 = rL+Vezmiene und: 


mcg _ PL+VIm em, | 
mon mare 
83 u fa tz 1. ” + 


$. 786. Da ’ = et r wird 
- ı > Vı— m 


y: = a2 + bt +aab cos. 9 wenn | 
— alı nd iD 


gelegt wird; man at. aifo u. > J J | 
sab 22 —_ pa 
n=aıp wm Yı— — folglich 








um / m 
_ — b?) 0354 4 J 
25 2 — 9 „re cos, — ann ** oeder 
(e2 — b?) sin. ?, 
\ 7 Bi 
‚Bufas 4. Tr. At 
(. 787. Bezießen wir, wie.oben; demeeipeäit y mit dem Wins 
fel x auf eine frumme Linie, fo muß diehe Curve ein mit dem Halb⸗ 


Hieffer uni Meile fein. "Cs nich her" ·· 


.5 I 


ı=2— 2% = arc, sip:, 


de (ar ab tos. 2 
. IR m. ar birab vo. g: 


wenn man yaz +. b? — aab cos. 9 fegt,“ "und demnach 


—E no. er“ ia 
In ‘x ‚wm. ER arc. tang. at — ’ 


die Anwendung hieron auf die ‚Geomstris- mäct-die-Sdche ganz . 


Deutlich. | 


| B * fy T PR ige A FE DES E - 
$. 788. Das Zufegtäle der Gkleichtng 


d?y (vd dr), dy’ (dx* Lay: De sta dt Gen 


bey welcher dad Element dx confant armen if, 
zu bekimfen. _ — NL 0 


Weinn wit dy'— pdx und dp= — gdx: fepen, 0 —* wir 
een), me ge, 


Ci — dVy G Pr ve 





day — :pzdp =- adp 
—F pr 1* Pp* BR - 4 
Die Site dieſe —* * .: 
y 


VRR va +b, ale 


qua 17 =p + byı + p* und. X 
m Emaille + VER 3140, 
wo alfo die beyden Größen - x und y dur) dieſelbe Veränderliche p be> 


flimmt werden. Setzt man die‘ Eonftante h b=o ’ ſo erhält man das 
particuläre Integrale 


Kkildl) y. ap-; x = alp ic = al! =+ e, 


nm 45 sun: 
wir 1300 


Oder, durch Ernest auegerit: me 3 





a 
12 0. 6* “:— 
Wird.abet, he a genommen, fo indes man, weit 
. . or . . J ' 2 — 2 !ı 
P+VereBe: und pe ie an 


x nt GC oder —— a? + Cem, 


Beyfpiele. une 
F. 789 Man befiimme das Integrale folgender . 


Differenzialgleigung: 
d?  y&y=nvVädrdy°+a(dy), 
bey welcher dx conftant genommen ift. 
Zür dy=pdx und dp= qdx findet man 


p? — qy= nyp?® + a’ q?, 
welche Sleihung, fo bald q=—=pu, alfo aud) ne = pu, und das 
ber dp = udy gefegt wird, fich verwandelt in 


p? — pıy = npYı tauw, oder 
p — y= nyı —- a? u?. 
Weil nun dp = udy ift, fo differenzire man diefe Gleichung, 


| und man erhält 
}  na?udu. 
| — yduı = — — 


alfo entweder du=o wer — — . 
Yı + a2u2 
1) Für den Sal, daß duo if, wid u=a, p=ay--ß 
. dy 
d».d alfo 
RES +38’ ' 
ax = l(ay+ß) + C. 


a) Iſt aber y = — fo erhaͤlt man 


n 
= uy—+- nyı ur — 
r + * Vı-+au 
dy — a?du 
und x = — aarc.tang au C, 





‚, und daher 








zum 40 m 


I} 


— die zwiſchen x und y ge 


oder es iſt, wel u = 
avVn?:a? —. y? 
fuchte Gleichung 
— arceo. tan I 
a es. F 
folglich wird 





M 
= arc, sin. ar 








. b—-xr _ 
yz=na sin. ——mt 


Übrigend ift diefe Relation bloß für ein particulaͤres Integrale | 


zum AT m 


— 


Kapitel IL 


Bon den homogenen Differenzialgleihungen des zweyten Grades, 
und von jenen, ‚welche ſich auf diefe Form zurückleiten laffen. 


Aufgabe 08. 


(. 790. Di Natur der homogenen Differenzial—⸗ 
gleichungen des zweyten Grades zu erflären, und fie, 
wenn dy=pdx und dp=gqdx gefegt wird, auf eine 
endliche Form zu bringen. 


4 


Auflöfung. 

Betrachtet man das Element dx als conſtant, fo beißt eine auf 
gewöhnliche Art ausgedrüdte Differenzialgleichung des zweyten Grades 
homogen, wenn alle Glieder der Gleichung diefelbe Anzahl von Dis 
menfionen enthalten, fo bald man nicht allein den Veränderlichen x 
und y, fondern auch ihren Differenzialien dx und dy, fo wie dem 
zweyten Differenziale d?y nur eine Dimenfion beylegt, wie dieß der 
Fall it bey der Gleichung 


xdy-+ dx? - ydy? = o, 

wo in jedem Gliede . Dimenfi onen anne 

= ZI = = qg, fo iftp als 
eine Größe zu betrachten, ‚ die feine Dimenfi ion enthält, q aber als eine 
: Größe, die eine negative Dimenfion hat. Es wird demnach eine 
Differenzialgleichung tes zwenten Grades, welche auf die hier ange- 
nommene Form zurüdgeführt ift, fo daß fie nur Die endlichen Größen 
x, y, pundg enthält, homogen feyn, wenn in den einzelnen Glie⸗ 
dern der Sleihung diefelbe Anzahl von Dimenfionen erhalten wird, 
ſo bald man den Größen x und y eine Dimenfion, der Größe p aber 
feine, und der Größe q eine negative Dimenfion beylegt. So oft alfo 
umgefehrf* in einer zwifchen den vier Größen x, y, p und q yorges 
legten Gleichung diefe Eigenfchaft vorhanden ift, fo wirb diefe Gleis 
hung homogen feyn, und wird, auf gewöhnliche, Art ausgedrückt, of: 
. fenbar den Charakter der Homogeneität an fid) tragen. 


Segen wir alfo © = =p und —— 


⸗ 
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Zuſatz ı. 
$. 791. Setzt man alfo in einer folden, zwifchen den Oröfen 
x, y, p und q gegebenen homogenen Sleihung y=ux und. g— z’ 


fo werden alle Glieder derfelben die nämliche Potenz von x enthalten, 
und wenn man demnad) diefe Potenz durch Divifion aus der Gleichung 


wegfchafft, fo kommt bloß eine Gleichung zwifhen den drey Veränder- 


lichen u, v und p zum Vorſchein. 


| Zufaß = 
G. 792. Ein Kennzeichen für die Beurtheilung der Homogeneität 


einer zwifchen den vier Größen x, y, p und q vorgelegten Gleichung 


beiteht alfo darin, daß wenn y=uxundgq =: gefegt wird, die 
Größe x aus der Kechnung ganz verfchwindet. 
Zuſatz 3. 
$. 793. Hat man durd) diefe Subſtitution eine Gleichung zwi⸗ 


ſchen den drey Größen u, v und p erhalten, fo läßt fih dann aus 


derfelben nach Belieben entweder p durch u und v, oder v durch u und 
P, oder endlich u durch v und p beftimmen. . 


« Anmerfung. 


G. 794. Wir haben den Begriff der Homogeneität bey den Dif: 


ferenzialgleichungen des zweyten Grades eben fo feftgefegt, wie wir es 


bey den Differenzialgleichungen des erften Grades gethan haben, bey 


welchen letzteren fich die Homogeneität bloß aus den WVeränderlichen x 


und y beurtheilen läßt, weil die Differenzialien an und für fich Diefelbe 
"Anzahl von Dimenfionen haben müffen. Allein bey den Differenzial 


gleihungen des zweyten Grades muß man bey der Beftimmung der 


Anzahl der Dimenfionen, außer den Veränderlichen x und y, auch 


noch die Größe q berücfichtigen, indem man derfelben eine negative 


-Dimenfion beyzulegen hat; der Buchſtabe p aber hat bey diefer Beur⸗ 


theilung offenbar gar Feinen Einfluß, und flört alfo auch die Homoge⸗ 


neitaͤt nicht, wie er auch immer in der Gleichung erfcheinen' mag. 
"Allein ed kommt fehr viel darauf an, die Natur der homogenen Dif: 
 ferenzialgleichungen des zweyten Grades genau zu kennen, ba ihre Aufs 
- Iöfung auf die Refolution der Differenzialgleichungen des erften Gra- 


des zurückgeführt werden Faun, fo zwar, Daß wenn diefe letztere gelingt, 
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auch die Sntegration der Differenzialgleichungen des zweyten Grades 
felbft befannt ift, wie wir in dem folgenden Probleme ausführlicher 
zeigen werden. 


"Aufgabe 99. 

F. 795: Die Auflöfung einer gegebenen homoge— 
nen Differenzialgleichung des zweyten Grades auf 
die Integration einer Differenzgialgleihung des er- 
ften Grades zurüdguführen. 


| uflöfung. | 
Hat man die Sleihung, indem man dy=pdx und dp=gqdx 
fest, auf die hier angenommene Form zurüdgeführt, fo daß eine Glei— 
hung zwifchen den vier endlichen Größen x, y, p und q erhalten wird, 


fo fege man y ux und y= =, und ed wird auf diefe Art, weil 


die Gleichung homogen ift, die Größe x aus der Rechnung ganz ver« 
fhwinden, und eine Gleichung zwifchen den drey Größen u, v und p 
erſcheinen, aus welcher man die eine Größe durch die beyden andern 
beftimmen kann. Da nun alfo dy=pdx ift, fo wird | | 
udx 4 xdu — pdx, und daher = = 
weil ferner dp = qdx ift, fo wird | 
| x a 


— 71 


dp = =, und daher 


and wenn die beyden Werthe von = einander gleichgeftellt werden, 
fo erhält man = z, oder vdu = pdp — udp. Bes 
kimmt man demnad) aus diefer Gleichung die Größe v durch die bey⸗ 
den andern p und u, fo erhält man eine Differenzialgleichung des er⸗ 
fen Grades zwifchen den beyden Veränderlichen p und u, und fleht die 
Zutegration in unferer Macht, fo daß p durch u gegeben wird, fo in- 





. . , dx du . . un 
tegrire man die Gleichung ZT in welcher die Veränder: 


lihen x und u abgefondert erfcheinen, und man erhält fo x durch u 
auogedrückt, ei wird dann y==ux, oder man feße in diefem Sn 
tegrale ſogleich — flatt u, fo erhalt man die sehe Oleichung 3 zwi⸗ 


ſchen x und 7. 
Euler's Integralrechnung. II, Bd. [N 
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Zuſatz ı. 

. 796. Die ganze Rechnung iſt alſo abhaͤngig von der Inte⸗ 
gration der einfachen Differenzialgleichung vdu=pdp — udp, 
und kann diefe mit Hülfe der oben gelehrten Regeln ausgeführt werden, 
fo ift auch die Integration unferer Differenzialgleichung des ziveyten 
Grades zugleich befannt. | 


Zuſatz = 
$. 797. Es iſt aber auıh zugleich Flar, daß die Auflöfung folcher 
Gleichungen eine doppelte Integration erfordere, und daher. werden 
in dem Ausdrude für das vollftändige Integrale zwey willfürliche con« 
ftante Größen erfcheinen. _ " 


Zuſatz 3. 
6. 798. Wenn die Integration der Gleichung 
vdu=pdp — udp 
aber auch nicht gelingen ſollte, ſo iſt es dennoch ſchon ein großer Ge⸗ 
winn, die Rechnung bis dahin gebracht zu haben, da wir oben eine 
allgemeine Methode gelehrt haben, die Integralien aller Differenzial- 
gleichungen des erſten Grades näherungsweife zu beflimmen. 


Unmerfung. 

$. 799. Es wird ſich alfo der Mühe lohnen, jene Faͤlle in Er 
wägung zu ziehen, in welchen die Sleihung vdu=pdp— udp 
die Integration zuläßt; wir werden demnach unterfuchen,, was v für 
eine Function von p und u feyn müſſe, damit die Integrabilität ein« 
trete. Zuerſt iſt einleuchtend, daß dieß der Sal feyn werde, wenn v 
eine homogene Zunction des eriten Grades von p und u iſt, weil dann 
ı diefe Gleichung felbit homogen wird, und nach -den oben gelehrten 
Vorſchriften integrirt werden kann. Es gelingt aber ferner Die Inte⸗ 
gration auch dann, wenn v irgend eine Function von p it, weil dann 
Die andere Veränderliche u den erflen Grad nicht überjteige, und der 


. d d 
Gleichung du + — — FE entfpricht das Integrale 
p dp 
SE pdp 
| ° umjfe!. v | 
Drittend wird fich die Integration ausführen Taffen, wenn v-irgend' 


eine Funetion von p— u ift; denn wird p=u==s gefest, wo alſo 


4 


= 


— 5] a . 


J 


dann v als Function von s erſcheint, fo wird unfere Gleichung, weil 
p=s--u ij, übergehen in vdu=sds + sdu, und daher wird 


sds 
du = — 








ds. 
r und u = —, welches Sintegrale gu den eins 
fachen Sormeln zu rechnen ift. Viertens, wenn s — p — u’ bleibt; 
und die Größen P, Q und R bezeichnen was immer für Functionen 


von 8, wird fich unfere Sleihung vdu=sds + sdu ebenfalls ins 


tegriren laſſen, fo bad v=s + ift, denn dann wird 


Ps 
Qu + Rus 
Pdu=Quds + Rurds. Fuͤnftens leuchtet auch ein, daß, wenn 
V und U was immer für Functionen von u bezeichnen ‚ und 

v=s+ V2-+ Us 
if, die Integrafion gleichfalld ausgeführt werdet Fönne, denn dann 
verrvandelt fich unfere Sleihung in Vsdu-+. Us-ıduends. Wenn 
endlich allgemein die Differenzialgleichung ds = Zdu integrabel ift, 
wobey Z eine Zunction der zwey Veränderlichen s und u bezeichnet, fo 
werden wir, da unfere Öleihung sds = (v—s) du iſt, die. Glei⸗ 
dung v=s 2 für alle die Integration zulaffende Sälle erhalten. 


Beyfpief ı 


$. 800. Man beftimme das Integrale folgender 

Sleihung: 
. @dy=xdxıdy-.nydxt, 

bey welder das Element dx conftant gefegt wurde. 

- Wird dy=pdx und dp—gqdx gefeßt, fo erhält man 
4* — px ny; alſo wenn y=ux genommen wird, 

qg=p+tnu=sjnv, | 

fo daß v eine Function des erfien Grades von p und u bezeichnet, und: 
unfere ©leihung (p-+ nu) du =pdp — udp homogen werde, 
Da alfo nudu+pdu-udp=pdp ilt, fo findet man durd) 
Integration 
C-n®+2p=p um peut Vitara; 


man erhält demnach 
x du 


x — +(a+ 1) 7 
und wenn man dieſe Gleichung von neuem integrirt: 
= —— Var + Veratn ‚ ode 


Vao+ı 
}* 





’ — 50 — 
DxXIT = uyntı + verao+r 1) u, 


und daher 
DexıYatı _ 2DxYatıuyanFı=C, 
oder. wenn D=fYa-+ ı und C=g(n + ı) gefegt wird: 
fextVYatı _ ofxVatıy _ g 
Ä wobe u =! if | . 


d 
Sir den Fall, daß n=— ı iſt, wird man wegen — = 
erhalten: u 
.al,zumd alſo y= axl-. 
Vezeichnet aber n-t- ı eine negative Zahl, fo werden dur 
integration auch Kreisbogen in die Gleihung eingeführt werden. 


Ä 3ufag . 
F. 801. Wenn no ift, fo wird x? — 2fymg daßt 
fländige Integrale der. Sleihung d?y=xdxdy feyn, wel, 


— 9 x 


Fall für ſich klar iſt, weil aus der ig 7, —I = TE gi) fogl 


I= == fx. und dann y= fx? —7 E ergibt. 


3ufas 2. 
$. 802. Wenn n—=3 ift, fo it Rx? — afıy =g das v 
ftändige Integrale der Gleichung 2dy=xdxdy-3yd. D 
iſt auch det Fall, wenn man — 2 flatt Vn + ı fchreibt, denn 
wird dann = — — = g und f? — 2fxy==gxt; beyde © 


4 


dungen find demnach unter der Form y„- = + ßx° enthalten. 


Beyfpiela. 
$. 803. Das vollitändige Integrale der Differe 
zialgleichung 
dy. —— —— 
— — mx?dy? 4 ny?dx? 


su beflimmen, wenn das Element dx nlö unveränd: 
lich betrachtet wird. 
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Weil dy a pdx und dp gak ift, fo erhalten wir 
ge = VapeFay, 
oder wenn y=ux gefebt wird: | 
qg=yYnp Lıau=y, wi gq= - ift. 
dx du 


Weil al —— —— — =; iſt, fo wird 


p — u 


duVmp -nw = eu) dp, 
welches eine homogene Gleichung iſt. Man ſehe daher p = su, fo 
erhält man 
duYas® + n=(s— ı) (sdu P uds), alfo 


du (— ı) ds 
m III 
u Vns®ıtn — +5 










und demmach wird 
| dx — du — ds 
x eu Vertn— ste 
ots wird ſowohl um 2, ald auch x durch diefelbe Veranderliche 
s beftimmt. 

Beyfpiel 3. 
— 804. Das Integrale der Gleichung 

nxa d y m (ydx— xdy): 
u befimmen, wenn das Element dx als eonſtant b e⸗ 
trachtet wird. 
Wird dy=pdx and dp= qdx gefeßt, fo wird 
negq= (y—px)” =nxv, . . 


weil q = = ift, und wenn man nun y=ux fegt, fo findet man 


.. d« du dp ndpi. 
⸗ñ — 2 — m nn DK — — 
nv (a p)? und m 47, Guy’ 


woraus fih ndp = pdu — udu ergibt, welche Gleichung fid) für 
. . " d 
p—u= s verwandelt inndu--nds=sdu oder du= — 





n?! 





=. Dann aber wird, wegen p— ums: 


dx du. nds s — n 
sen m 7* al. 


Es 


daher ift u = nl — 





— 


— 5, — 
Da alſo u ‘ 


— n —W nßx 
8 1-9: iſt, ſo wird 5 


3uſat. 
$ 805. Die Gleichung nx’q = (F— px)? laͤßt fich etw 
leichter auflöfen, wenn man y— px —z feßt, denn dann wi 
— xdp= dz, und weil gdx = dp ilt, fo erhält man 


nx!dp = ztdx —--- nxtdz, und daher 








ı m | — 
=: da — ⸗, alſo 
x a 2 ax y— px 
= nax ydx— xdy 
. T px zuma ‚dx 
Es wird daher. u u 
.ydxs—xsdy 'nadı. y x 
* — und -zıl +6 


wie vorhin. 00000 => 
Bey iel. 4. 
$. 806. Man beffimme das Integrale der ot 


Hung 
(dx? +-dy?) Vdx® 4 dy? = ndkd’yVYx®+y?, 
woben da8 Element dx conftant gefegt:ift. | 


Wird dy=pdr und dg= qdx gelegt, fo nimmt die ı 
gelegte Gleichung folgende Form an: 


(+ P)Vıte®=ngVety, 


und wenn y=ux und q= - gefebt wird: 


Ga+PIVırp = myırw 
dx _ _ du __ dp. Br . 
Da nun 2 aan — ift, fo wird man, weil 
+ p?) Vı + p? p° 
aVı tu + u? 
G+mydusnp—u)dpyite, 
allein bie Auflöfung diefer Gleichung fällt nicht fo Teicht in die Aue 
Führt man aber die Rechnung mit Hülfe der Kreiöbogen, indem n 


p==tang. 9 und u tang. « ſetzt, fo erhält man dp = Bi 


va ift, erhalten: 


cos, 


do 1 i 
——— vera’ tu und 


cos. 


p—ı= ze, und daher 


CDS. 9 C0S.0 


1 do __nsin.(—o) 1 do 
cos.’0 cos2w — cos. @ c0s.0 " cos.w cos.2 9’ oder 
do =ndp sin. ( —o) = dp — (de — du), alfo 
dp — do — do 





ı —n sin. @— 0) 


Wird demnah 9 —- = geſetzt, fo erhält man 


d 
= — und —X mh 
(glich wird, weil p=tang.9 und u = tang. « iſt, 
dx __ du c08.9 cos.0 _ dwcos.n _ ndyY cos.o | 
—33—— ya . Tiny coo cosalı —nsin.y) 


Wenn n= ı ilt, fo findet man | 
de— dy __dy(ı+ sin. P, alfo 


1 — si cos.: p 





_—_ ıt sind 
ug t+ = cos. d +, 
ı +s 
u u tet und 
dx _docoso _ do . cos. 
x 7 Treoso 7 008.9 cos.% + sin.o sin. p 
Da aber | 
+ sin.» . 
9 =. a vi ind “ fo Bi 
: _t- 20a ; 
gg 
glich iſt | Ä 
dx __ do cos.p [( — a)? + ı] 
x 2a@-—oa)cos.o-+ (o —a)2 sin. p — sing’ 


Zuſatz ı. 
$. 807. Wenn in dem alle, wo n=ı ift, die Gonflante a. 


endlih groß genommen wird, fo erhält man sin.py= ı, alfo 


.. dx do cos. 
=,90° und @= 9 — 90°; dann aber if — = — und 


x a sin.ꝰ und U — cotang. 9 ee -- c08. 9 
errue 


— 5) ma | 
Zuſatz 2. % >. | | 
$. 808. In eben diefem Sale, wo n= ı ift, iſt, wenn die 
Conftante a nicht unendlich groß genommen wird, der Zähler des Bru- 
dx 
ches, welcher mit — einerley Werth hat, das 9 Differenziale des Nens | 
nerd, daher wird | 
x=al(p — a) sing — sin. p + 2(P—.a) cos.9]|, 
dann aber ift 


@ — 0)? — ı 
coat und daher | 


(G — 2 + ı 


= 9 — arc. tang. 


tang. 9 — 


u tang. = ——, oder | 
* 1 + ang, ' 
(#0) ⸗ 
— — (0 — 4)2 
y_? (2 * sin. © (9 — a)? cos.9 4 cos, 2; folglich 
x (a - a)? sin. — sin.o + 2 (g — a) cos. 


ww 


ym-a[( — a) 008.9 — 00.9 — 2(P ) sin.9], | 
ud Vet? =@— a) ı. 
\ Anmerfung ı 
. 809. Es läßt fi ich die Integration auch allgemein ausführen; 


denn da oo . 
do ap und dx _ndg cos. © 
ı—-nsın.d x cos. w 


it, fo erhält man u 
9 ta —ı— arc. cos, 


’ 1 — n2 1—ngin. p 
Wird demnach nn 
n sieh | 


(a) Yı_ m —=9 geſetzt, fo wird cos.0 = — 7 





und daher 
⸗ — ® i 6 vVı 
sin. + — n -cos. und cos. pP — ee A 
1 — ncos.9 1 —- n cos.0 


Weil ddr = — 5 iſt, fo findet man 


S- ndo cos.» (1 —n cos. 6) 
x cos. 9 sin. eo Yı— nm + sin.g (n— cos. 6) ren 


Da nun dd=deyı — m ift, fo ift das Differengiale bien 
Nenners | x 


— 57 m 


— de sin.9 sin. dgyYı —n? + dp cos. cos.d (ı —n?) 
-L.ndp cos. 9 — dp c08.9 cos.9 4 dp sin.p sin, 9Yı nz, 
welches fich auf den Ausdruck nd cos.9 (ı —n cos 8), nämlich auf 
den Zähler veduciren läßt. Es ift demnach 

x == a[cos.9 sin.9Vı - m + sin. p (n — cos. 6)], oder 
x=a cos. o(ı —n cos. 0), und daher 
y=ux=asin.o(ı —n cos. 9), 
Hat man alfo den Winfel 9 angenommen, fo fuche man den 
. Rinfel $, fo daß 


n — cos. sin. 6 
— — yYın — n2; 


in.p = und cos. y = — — 75 


ı—n cos 
dann aber werde 
9 


# — -— — — 5, 


Vı-- nm 
fo ift das vollftändige Integrale 
x=a(ı — n ecos. O) cos. und y=a(ı—n cos. ß) sin. w 


Anmerfung 2 


$. 8ıo, Sit aber die Zahln größer ald die Einheit, fo wird dieſe 
Integration unmöglich, und zur Beſeitigung dieſer Unbequemlichkeit 


d 
— folgendes 


ı—nsin.y 


muß man bemerfen, daß der Steigung dy = 

Integrale entſpreche: 

han — Vozyar D + Vasna—ing 
Ve; —— V5 


Setzt man daher (P + a) Ve —-ı=6, damit 





de deY_ı un et ——— 
= u » j Vn? — 1 
werde, ſo erhaͤlt man 
e® + ı — Voa-— ı) (1 +sin.y) __ (n—ı) (1 sin. » 


e? — 1 Via ı) Gm) cos. yVm—ı 
und hieraus findet man 


sin, * = — und cos, 0) = @ Ze )Ve-ı N 
ne +2 + ne . nee. + ar ne® 


ſo daß fih aus dem Winkel 6 die Winkel 9%, P'und w ergeben. 


% 


Keil nun 


dı _.ndo cos. @ ndo cos.9 
ey — cos. *— cos. ꝙ cos. b + sin. o sin. y 
ift, fo erhält man 
dı ndo cos.o (ne +3 + ne—9) 


= 0 0 — ö 7 
03.9 (e — € )Vur—ı + sin.o(e pan-+e ) 
woben wieder die Bequemlichfeit Statt finder, daß der Zähler felbft das 
Differenziale des Nenners ift, wovon man fi durch wirflidhe Diffe: 


renziation bald überzeugen kann. Hieraus ergibt fi demnach 
'x=a[cos.9 (e —e®) Vo? — ı + sin.p (e® -2n+ e 9, 
ober | 

x=aco.o(ne +3+ ne), und weil u= ? —tang.w 
ift, fo wird 
| ya sin.» (ne + 2 .-ne” , 

Man fuche defhalb surf aus dem Winkel 6 den Winfel p, damit 





o —, x 
sin. » — KEHEImE und cos. Y = —— Lie 
ne p2+ne ne -a+ne 
und ift dieſer gefunden, fo febe man den Winkel 
0. 
2 m, mem 


fo werden jene für x und y gefundenen Formeln das völlftändige Inter 
grale geben, weil in denfelben die zwey willfürlichen Gonftanten a und 
a erfcheinen. 


| Unmerfung 3. 
G. Bıı, Da hier der vorzüglichere Theil der Integration durch 
Zufall gelungen zu feyn feheint, fo wird es fich wohl der Mühe Iohnen, 


zu unterfuchen, ob vielleicht das Fundament der Integration deuslicher 
erfannt werden fönne. Da alfo 


9 =; tw und dp = or und daher 
| ut ndp sin. dr 
fo wird die Gleichung 
dx _ ndo cos.o 


x £0s,@ wegen cos Jg. 008. p c08.@ — Sin. p sın.o, 
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1 


auf folgende zurückgefuͤhrt: 


dx ndo sin.» sin.o 

. x = ndp cos. 7 — cos. & 

und diefe Sleihung erfcheint, weil 
do =. day 


a) 


ift, unter folgender integrabeln Form: 


und ndp sin. d) = dw 





| . dx _ _ ndy cos.p do sin. o 

zs ıonsiny cos. 

“ and hieraus ergibt ſich 

ä zo _2 180 d a Sip. « | 
Da nsinp un J=7-n sin.» ’ 


wel y=uxm=x tang.o if. 


So haben wir denn alfo im Allgemeinen unfere vorgelegte Gleis 
- hung integrirt, Sehen wir zwifchen den Winfeln » und p die Nela- 
; tion feft, daß 


nd» sin. ’p 
do = nem it, fo wird 
a cos. w und — a sin. c 
= In end m. ‚io onsind 


Setzen wir alfo Vx® + 7? = z, fo daß 
x — 2 cos. ud y=z sin.o 
wird, fo finden wir 
a . 2 — a 
2 = T-n sin. und sin. » = nz, Daher 


do za4r, 


a 
Es wird aber 
| dz j  __@—a)dz 
dy = — —, alſo do = — — 
8 ee j “ nVn2E — (g—a% " 


folglich wird der Winfel » durch z beftimmt, Segen wir, um die 
Srerationalität zu befeitigen: | 


Vn?2? — (a— a)? = s (nz + z — a), fo wird 





a(s’-+ ı) ands (®? — ) 
-eniyeng WM d= name -am 
dr — — —; 


+ ı (n+ı)®e—n-+:’ 
die Integration. diefer Gleichung ift für fich Elar. oo. 


\ — - (0. == 
Aufgab e 100. j 
9. 812. Die Integration einer Differengialglei 
hung des zweyten Grades auf eine Differenzialgleir 
hung des erſten Grades. zurüdzuführen, wenn die 
felbe erſt dadurch homogen wird, daß wir der einen, 
Veränderliden yı nDimenfionen beylegen. 


Auflöfung. - 

Sir dy=pdx und dp=qdx foll eine Gleichung zwiſchen 
den vier endlichen Größen x, y, p und q entftehen, und wir wollen 
nun fehen, wie diefe Gleichung rücfichtlich der Homogeneität befchaffen 
feyn wird. "Da nun alfo, indem wir der Veränderlichen x nur eine 
Dimenfion beylegen, die Veränderlihe y, n Dimenfionen haben fell, 


d 
io müffen wir vor Allem der Größe p = * n—1 Dimenfioneny 


und der Größe q =, n — 2 Dimenfionen zurechnen. Wir fepen 
deßhalb 
y=xu, Pp— xr—at md q= x’, 
fo werden wir, weil dy=pdx und dp=qdx ilt, folgende Gleis 

chungen erhalten; 
xdu + nudx —=tdx und xdt + (n— ) idx vds, 
und hieraus ergibt ſich | 





dx du — dt iß 
rn Tage d— 


du ſy — (n ı)t] = dt(t— nu). Ä 

Werden aber in der zwifchen x, y, p und q gegebenen Gleichung : 

die obigen Gubftitutionen gemacht, fo verfchwindet, der Vorausſetzung | 
gemäß, die Veränderliche y aus der Rechnung, fo daß eine Gleichung | 
zwifchen den drey Veränderlihen u, t und v allein erfcheint,! aus 
welcher man die Größe v durch die benden andern, t und 'w, wird ‘bes 
flimmen fönnen; und durch Subftitution diefes Werthes erhält man 
eine Differenzialgleichung des erften Grades, zwifchen den zwey Ver⸗ 
änderlichen u und t, aus 18 welher fi t durch u beſtimmen läßt; mit 


Hülſe der Gleichung — — 





I — brüde man x durch u aus, fo 


erhält man dann, weil u= Er , die Integralgleichung zwiſchen 
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x und y, und zwar bie volſtandige, weil eine doppelt⸗ Integration 
erfordert wird. 


Zuſatz ı 
F. 813. Die Gleichungen zwiſchen den vier Größen x, y, p 
und q, welche fich auf diefe Weife behandeln laffen, erkennt man alfo 
| daran, daß, wenn y=x"u, p=x"-!t und q=x"—v gefept 
; wird, der Erponent n eine folche Beſtimmung zuläßt, daß die Vers 
änderliche x aus der Rechnung durch Divifion gan; verſchwindet. 


Zuſatz 2 
| F. 814. Wenn n= o ift, fo wird die vorgelegte Gleichung 
homogen, wenn man der Veraͤnderlichen y und ihren Differenzialien 
feine Dimenfion beylegt. In diefem Balle hat nämlich bloß die Vers 
änderliche x mit ihren Differenzialien einen Einfluß auf die Beftimmung 
der Dimenfionen. 


3ufag 3. 
gi 8:15. Werden aber dagegen die Dimenfionen bloß nach der 
Veränderlichen y beurtheilt, fo daß diefe Größe mit ihren Differenzia- 
lien dyund d?y durchaus diefelbe Anzahl von Dimenfionen bildet, fo 
wird der Erponent n unendlich groß werden. 


Anmerfung. 
$. 816. Wenn die Veränderliche x allein mit ihren Differenzia- 
lien überall diefelbe Anzahl von Dimenfionen bildet, fo wird u — y, 
weil n= o ift, und in der zwifchen x, y, p und q vorgelegten Glei— 


dung muß man p =- und q= S feßen, wodurch die Veränderliche 


x aus der Rechnung weggefchafft und eine Gleichung zwifchen y, t und 
verhalten wird, mit deren Hülfe die Differenzialgleichung 
dy(v+Yy=tdt 

‚WHoß auf zwey Veränderliche zurücgeführt wird, und durch Auflöfung 
"Tiefer Gleichung erhält man = = =, wo die Sutegration Femme 
Nechwierigfeit mehr hat, indem t durch y gegeben wird. Allein in 
Edem andern Sale, in welchem die Weränderliche y mit ihren Differen- 
zialien allein überall die nämliche Anzahl von Dimenfionen hat, und 
wo deßhalb der Erponent n unendlicdy groß genommen werden müßte, 








— 2 —— 
muß man die Auflöfung nach einer andern Methode, die wir bald ken 
nen lernen werden, ausführen, wenn man nicht etwa durch Vertau⸗ 


fhung der Veränderlihen x und y diefen Sal auf den borhergehenden 
zurückführen kann. 


Beyfpiel ı. 
$. 817. Das Integrale der Differenzialgleichuug 

2d?y=aydx? 4 Bxdıxdy . 
zu beffimmen, wenn das Element dx conflant genom: 
men wird. 
| Man erwäge hier jene Bedingung, nach welcher bloß die Vers ' 
- änderlihe x mit ihrem Differenziale dx durchaus zwey Dimenfionen 
bildet, fo erhält man n=o. Da wir nun gqx=ay-- Bpxeu 
halten, fobald dy=pdx und dp= qdx gefeßt wird, fo wollen 
wird p = — und q =; annehmen, fo wird v — a«y -t-ßBt, wor 
aus ſich dann folgende Differenzialgleichung ergibt: 

aydy + (3 + ı) tdy = = tdt, 
und da diefe Gleichung homogen ift, fegen wir t=yz, (o,wird 
ady + (ß-ı)zdy = yzdz 4 dy, oder 


dy _ z2dz 
y a+to+rN)a—= 





Es fey nun 
a+ß+ne- er (f + 2) 2), alfo 
 arm=fg un B+riı=s—H, ſe ſindet man 


— f g 
dy _ +8" dz 4 dz 3 
y "T+z: g—z N 
und hieraus ergibt ſich burch Integration 
ly=(C— z | r 








Jdi+ a an = 3; 


x. d49)a-n 
dx 1 dz 1 dz 


were trat Teig 


dann aber ift 


und Daher 


sb (it2)" a Hi". 
g— 7 g— 2 b 
un — fhrtb . | 
‚ Weil ferne z= — iſt, fo erhält man durch Sub» 
, fitution diefes Werthes 
(+e)besfyzmalbftshxfte), oder wenn 
. 
f-+g 
yıc +2); ; ed ift aber 
g—feß+ ı und f+g=vVß-tı® + 4a. 


3ufap 
F. 818. Weil in der vorgelegten Gleichung auch die beyden Vers, 
. änderlichen x und y durchaus gleich viele Dimenfionen bilden, fo kann 


man diefelbe audy nad) den Vorfchriften des vorhergehenden Problemes 
behandeln. 


= c gefebt wird: 












Beyfpiel 2. 

- 8. 819. Wenn dx als conftant angefehen wird, 
und es befteht die vorgelegte Differenzialgleihung 
des zweyten Grades bloß aus zwey Theilen; wenn fie 
alfo die Form bat: 

®y= cxı ayBaxı-YayT, 

fo ſoll man das Integrale derfelben auffinden. 

Wird dy:=pdx und dp—=gqdx gefegt, fo erhält man den 
Ausdrud q — cx"yPp?, wo man den Erponenten n fo beftimmen 
kann, daß fih für y=x"u, p=x"ıt und q = x"? v die Ber: 
änderfiche x durch Divifion wegbringen läßt; denn man muß 
Pa rya—ı) np3=o ober = Zu 
gen, und dann wird v= cuft?. Die aufjulöfende Differenzials 
geichung des eriten Grades ift alfo 
| cuft/du — (n— ı)tdu = tdt — nudt. 
Hat man aus diefer Gleichung die Veränderliche t durch u be⸗ 
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Tintegriren, und hier⸗ 





2 d d 
ſtimmt, ſo muß man die Formel — =. — 


auf erhält man, weil u= — iſt, die gefuchte Integralgleichung zwi⸗ 
ſchen x und y. 

Der Fall, wo By = ı iſt, und in welcher n unendlich grof 
wird, erfordert allein -eine eigenthümliche Behandlung, welche wir | 
weiter unten aus einander fegen werden, wenn nicht: etwa zugleid 
y=a- 2 if, denn dann bleibt der Erponent n unferer Willkuͤr 
ganz überlaffen, und die Gleihung wird homogen ſeyn. | . 


Beyfpiel 3. 

$. 820. Man beſtimme das Integrale der Diffe 

venzialgleihung 
xtdty = x®dıdy + axydxdy — Yy?dxt, 
bey weldher das Element dx conflant gefegt if. 

Es ift hier einleuchtend, daß, wenn man der Größe y und ihren 
Differenzialien dy und d?y zwey Dimenſionen, der Groöße x aber und 
ihrem Differenziale dx nur eine Dimenfion beplegt, in allen Gliedern 
ſechs Dimenſionen erhalten werden. Da wir nun für 

dy=pdx und dp=adx die Gleichung 
“wgmxp * axyp — Ay 
erhalten, fo fegen wir 
yz=xXı, p=xtıd q=jy, 
und wir finden dann . 
v=t-+ 2ut — 4u% 
Weil aber n = 2 ift, fo wird unfere Differenzialgleichung 
| du (v—t) = dt(t— au) 
feyn, und dieſe geht übgy in | | 
2udu(t— 2u) = dt(t— 2u), on 
und hieraus folgern wir entweder = 2u oder t= u? + c ‚ welche 
beyden Fälle wir abgeſondert behandeln wollen. 


d INER 
ı) Wenn t = 2u ift, fo wird, weil — = * iR 


du=o und daher u=C, alſo y= Cx%, welches ein partiche- : 
läres Integrale it, und der vorgelegten Gleichung wirflich Genöge 
leiſtet. 


— 05 


d 


— — w 
w— aut co’ u 


2) Es fy t=w-c, fo wird == 


drep Bälle in Betrachtung zu ziehen find, 
Wenn erftlich die Conftante c = ı ift, fo wird 


x 1 12 x 
l- = — = — ode = ( —y)l.-. 
a v—u 12 y a 


Zweytens, wenn die Conſtante c=ı — ft ift, fo wird 
du 
(u — 1)2 — f 


ds 
„= 


‚ und daher 


—ı,f+u-—1ı 
kerkante 


} alfo wird, weil um I if, 

(F+ı) 2 —y76 

(1) =, " 

Drittens, wenn die Eonflante ce = ı + f? ift, und daher 


x = 8 








dx d . . 
= — „ſo findet man durch Integration dieſer 
Gle ichung | 
x ı u — 1 u — —⏑ x 
Sg are. tang. —— oder = m tang. fl. 










Es kömmt demnach auf die Befchaffenheit der willfürlihen Con⸗ 
ante c an, ob ſich das Integrale in einer algebraifhen Form dars 
flellen läßt, oder ob es von Logarichmen oder von Kreisbogen abhängt,. 
folglich laͤßt fich auch Fein allgemeiner Ausdrud für dasfelbe angeben. 


Anmerfung. 

F. 821. Man fieht aber, daß dad anfangs gefundene particu⸗ 
lire Integrale y=Cx? in feiner dieſer Formen, unter welchen ſich 
dad vollfiändige Integrale darftellt, enthalten fey, nichts deſto wenis 
ger aber leiftet ed dennoch der vorgelegten Differenzialgleichung des 
wenten Grades Genüge. Durch diefed Bepfpiel wird dad noch mehr 
aufgeklärt, was wir oben rücfichtlich dieſes Paradoxons angeführt ha⸗ 
ken, daß nämlich eine endliche Gleichung bisweilen einer Differenzial- 
Ki deihung Genüge leiſte, ohne gerade in dem vollftändigen Integrale 
„i Nefer letztern enthalten zu feyn. Wir fehen demnach, daß diefed Paras 
deron auch bey Differenzialgleichungen des zweyten Grades Statt finde. 
Db aber die Gleichung y== Cx? unter die Integralien zu rechnen feg 
\ Enier’s Integralrechnung. II, Bd. 5 
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iſt eine andere Frage, welche noch nicht gang beantwortet zu fon | | 
fheint. Zwar Fann man fich hier die vorgelegte Gleichung felbft aus | 
Factoren zufammengefegt denfen, aus deren einem jene Gleichung 
y=Cx? entftehet, allein wir find weit entfernt, uns mit Ddiefer Er 
flärung zu begnügen. Es fcheint uns vielmehr nörhig zu ſeyn, genau | 
zu erwägen, ob jene Srage, deren Auflöfung auf eine folche Gleichung - 
geführt hat, in dag Gebieth der Geometrie oder in das einer andern \ 
Wiflfenfhaft gehöre, wo es dann gewöhnlich gar Feine Schwierigfei - 
macht, zu beurtheilen, ob die einer Differenzialgleichung Genüge leis : 
ftende Beziehung auch mit der Frage felbft übereinftimme oder nicht? 
Sollte man 3. ©. die allzeit eines fehweren Körpers aus der Hoͤhe 
— a beſtimmen, und iſt derſelbe jest in dem Abſtande x über der Erde,/ 
fo ift dort feine Gefhwindigfeit = Ya — x, und das entfprechende - 


. Zeitelement dt = — . Hier leuchtet zwar ein, daß dieſer Dif⸗ 
a x 





ferenzialgleichung Genüge gefhieht, wenn man x=a fest ‚ fo daß die 
Zeit t unbeftimmt bleibt, was aber keineswegs zu unferer Srage paßt, 
die jedoch durch das vollftändige Integrale = a Va — x aufgelöf 
‚wird. J 


N 


Aufgabe zoı. Ä 
6. 822. Die Integration einer vorgelegten Dir 
ferenzialgleihung des zweyten Grades auf die Inte 
gration einer Gleihung des erfien Grades zurückzu— 
führen, wenn in der eritern die Veränderlihe y mit 
ihren Differenzialien dy und d?y durchaus Diefelbe 

Anzabl von Dimenſionen bildet. — 

Auflöfung. oo. ur 
»Setzt man dy=pdx und dp= gqdx, fo wird die Gleichang 
die Eigenſchaft erhalten, daß in ihr die drey Veraͤnderlichen y>p, q 
überall diefelbe Anzahl von Dimenfionen darbiethen, während: bie ans 
dere Veränderliche x bey der Beflimmung der Anzahl der Dimenſi ionen 
nicht in Rechnung Fommt. Setzt man demnach p==uy und g=vyr 
fo wird in allen Gliedern diefelbe Potenz von-y erſcheinen, und bat 
man diefe durch Divifion weggefchafft, fo erhält man eine Gleichung 
. bloß:zwifcher den drey Veränderlichen x, u und v, aus welcher fich die 
eine Barinble durch die beyden andern wird beftimmen laſſen, fo daß 
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virgend einer Function von x und u gleich wird. Weil nun p=uy 
it, fo wird dy=uydx, und wegen dp = qdx wird 
udy + ydu = vydx 


werden, woraus ſich dann ergibt: 
u dy dy vdx — du 


= ud ud — = —, 
y y u 


alſo du-wdxr=vdx, welde Differenzialgleihung nur zwey Vers 
anderliche x und u enthält. Kann man num diefe Gleichung integri« 
i sen, fo daß die zwifchen x und u beflehende Beziehung daraus erhellen 
‚, würde, fo hat man, nur noch das Integrale der Formel udx zu be: 
| fimmen , und ijt diefed gefunden, fo wird Iy= /udx, und auf diefe 
* Art wird man eine Integralgleichung zwifchen x und y finden, welche 
wegen der zweymahl ausgeführten Integration zwey willfürliche Con» 
Kanten enthalten, und demnach das vollftändige Integrale darftellen 
wird. 










Zuſatz ı 
G. 823. Es wird alfo die Integration folcher Gleichungen zuruͤck⸗ 
‘geführt auf die Integration einer Differenzialgleihung von der Form 
du+-u2dx vdx, und gelingt die Auflöfung derfelben, fo erhält: 
man zugleich die Integralien jener vorgelegten Differenzialgleichungen, 
da die Integration der Formel udx ohne Schwierigkeit ausgeführt 

werden kann. 

3ufaß a. 

6. 824. Da = — udxift, fo wird y=e/«ds, und durd 


Eubflitution diefes Werthes wird die vorgelegte Differenzialgleihung 

des zweyten Grades ſogleich auf eine Differenzialgleichung des erften 

Grades zurücgeleitet, denn man erhält 

d dp (du + u?dy») 
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.!_ dx — — — ud x 
„=p=e/ u und 54 e F 


md dann fällt die Exponentialgroͤße von ſelbſt aus der Gleichung weg. 


\ Zufap 3 
$. 825. Iſt umgekehrt eine Differenzialgleichung des erften Gra- 
des du +-udr==vdx gegeben, in welcher v irgend eine Bunction 
Aun x und uw begeichnet, fo wird diefelbe durch die Subftitution 
= = in eine folche Differenzialgleichung des ziveyten Grades 
5 % 


\ 


— 6 — 


verwandelt, in welcher die Veraͤnderliche y mit ihren Differenzialien 
dy und d?y überall die nämliche Anzahl von Dimenfionen bildet. 


Anmerfung ı 


$. 826. Diefe Reduction der Differenzialgleihungen des erften 
Grades auf den zweyten Grad fcheint den Geſetzen der Analyfis zu 
wider zu ſeyn, indeſſen findet fie dennoch bisweilen ihre Anwendung, 
denn Fann man ſolche Differenzialgleichungen des zweyten Grades na 
irgend einer andern Methode behandeln, fo erfcheinen ihre Integralien 
entweder in der Form unendlicher Reihen, oder in endlichen Ausdri- 
den, und zugleich find die Integralien der Differenzialgleichungen ded 
erften Grades befannt, deren Beziehung gewöhnlich wohl ſchwerlich 
aus einer andern Quelle erfannt wird. In den folgenden Unterfuchun 
gen aber werden wir fehen , daß folche Differenzialgleichungen des zwey⸗ 
ten Grades, in welchen die eine Veränderliche y den erften Grad nicht 
überfteigt, fich bequem durch Reihen integriren lajfen, und daß fogar 
Diefe Reihen bisweilen abbrechen, fo daß ſich das Integrale in einem 
endlihen Ausdrude darftellt. Iſt übrigens eine folche Differenzial 
‚gleihung des erften Grades du+ udx = vdx gegeben, fo ift die 
Gubftitution u = um fo merfwürdiger, weil man, fo bald das 
d?y ..dy? 


yd« — 5 und dem⸗ 





Element dx conftant geſetzt wird ‚du= 


d?y 
nah du+-wdx = Er wird, fo daß auf diefe Art zwey Glieder 


in eines wduſammenſchmelzen. 


Anmerkung 2. 


$ 827. Es wird befonders gut feyn, bier jene Bälle zu bemer⸗ 
fen, in welchen die Gleichung du 4 u2dx = vdx die Integration 
zuläßt. Zu diefem Zwede fey du= Vdx die allgemeine Form der 
auflösbaren Gleichungen, und V irgend eine Zunction von x und ug 
fo if Far, daß die Integration gelinge, wenn v— u: + V iſt. Die 


wird alſo erſtens der Fall feyn, wenn V = U iſt, wobey X eine 
Function von x, und U eine Function von u bezeichnet; zweytens/ 
wenn V eine homogene Function von x und u iſt, und Feine Dimen- 


fion hat; drittens, wenn V—= Xu + Zus ift, und X und 2. belie= 
bige Sunctionen von x bezeichnen ‚und endlich viertend, went 


— 60 u 


Vz mn pr Eu F = ift, wobey P und Q beliebige Bunctionen von u bes 


deuten. Auf ähnliche Art wird man aus andern integrabeln Formen 
‚ andere Bälle erſchließen. 


} Be y [piel. 

9 828. Man beſtimme das Integrale der Sleihung 
- — ydıdy 

| ayd’y + Bd? = Vers’ 

| modey das Element dx conflant genommen iſt. 

Wird dy—=pdx und dp=gdı gefegt, fo erhält man 





yp 
| u Bl DEE 
welche Gleichung, wenn p = uy und g=vy gefept wird, über 
gebt in folgende: Ä 
| ut _ — —— pw, 
av Bu — ober — — Zi 
man muß daher folgende Gleichung auflöfen: 
au ade —tlr ___ Puldr 
'aYya: + x? a 


Es ſey — ſo wird 
sdx — ß 
rd * aVa: + x? — ( ” ) dx, 


und wird diefe Gleichung mit [x-- Ya? + 5 multiplicirt und dann 
integrirt, fo findet man 


, s[x + Vi+ x’ —( +9) Jet VRT 2° ; 
4 für * Ver x? == t* aber erhält man oa | 
zu —— oo 2 — 22170 md 
al 


dx = - dt (TI Lama), 





— ‚7 — 


= (1 — dt e+erH, ober: 


.. ‚+ . I—a 
+ +T—]- 


mr 1-—a 





Ferner in & J=udı= =, aus der Differenziafgleichung, 
aber hat man 





ß _ 45 dx 
_ — —— d daher 
+9): 5 + aVarı un her 


( an vente +Dr 


alfo y=B (s Ko} Bd c= ——I + P A er fo findet man 
babe | 
| rt! PC aa De) 
‚„=B ++ 1—a 2 
und hiebey ift 
s=e:(t a 9) de t=|[cH+ Va? + zu 
folglich ift die Integralgleichung wiſchen x und y 
a+P a-ı 


rt Sat, kt Vetr]‘ 








. [je + Vera] © 








Ainmerfung. | 
$. Bag. Eben diefes Beyſpiel iſt von der Art, daß es anf eine 
andere Weife äußerft leicht aufgelöt we den kann; ven multiplicirt man 
die Sleihung ayg + ßp? = TEE durch = fo geht fü fie, weil 
gdx= dp und pdx==dy ift, über in | 
a Bdy _ dx 

7 y yaıı + je 

wo die einzelnen Slide integrabel find. Es ergibt fich alfo 


p°y° = C* [+ Var + xt], und daher 





- | | yedy Cds x + veF=“, | 


— Tl — 


welche Gleichung von neuem integrirt, dad vorhin gefundene Snte 
grale gibt. Es iſt alſo die allgemeine Form, der auf dieſe Art auflöß- 

baren Gleichungen Pdp+Ydy-+ Xdx=o, wobey P eine Zunc- 

tion von p, Y von y und X von x bezeichnet, und diefe Form ift nach 
" anferer Bezeichnungsart Pq - Yp + X = 0. Man fieht daher ein, 
wie auch die Differenzialgleichungen des. zweyten Grades, mit Hülfe 
eines ſchicklichen Multiplicators, den Charafter der Integrabilität er- 
langen fönnen, und diefe Methode verdient, da fie ſchon bey den Difs 
ferengialgleihungen des erften Grades fo vortreffliche Dienfte geleiftet 
hat, um fo mehr ausgebildet zu werden, weil fie fi) auch auf die 
‚ Differenzialgleihungen höherer Grade erftredt. Diefe Materie werden. 
„wir unten ausführlicher zu behandeln fuchen. 








Beyfpiel a 

$. 830. Man beftiimme Das Integrale der Differen- 
jialgleihung 

xyd?y ydxdy - xdy? 4 — 


_— y?2 
wobey das Element dx conftant genommen ift. 
Wird dy=pdx und dp — qdx gefest, fo erhält man 
bxp? 
syg=yp+xp Tyan! 


— ı? 


Ober wenn p==uy und gqg=vy gefeßt wird; 





N + uex T — 
woraus ſich folgende Differenzialgleichung ergibt: 
| dat wir= + wirt auf — oder 
— 1 
sdu— udı _ bxıdx \ 


ur — Va? — „2? 


und das Integrale bievon ift 
| C-. =— bVe-r, oder 


x xdix 
um m u, alfo 


—— _ 
€ + bVa?’— x: Y CC +bVa—ı 


N 
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Man ſetze Var — 2 —=t, alſo xdx = — tät, fo wird 


dy — tdt dt Cdt 
Torrent m 


t C 
y=—.;+tpzlle+b)+le 


Es ſey C= nb?, fo wird man erhalten: 


Va? — x2 nb + Va: — x 


wo eundn willkuͤrliche Conftanten find. 


ıl— — 
Fe 


— 75 — 


Kapitel W. 
Bon den Differenzialgleichungen des zweyten Grades , in welchen 
die eine der beyden Veränderlichen nur eine Dimenſion bat. 


| Aufgabe ı02 
$. 831. Ein. Differenzialgleichung des zweyten | 
Iraded, von der Form 

dy-+- Pdxdy + Qydx = o, 
ey weldher dad Element dx eonftant genommen ift, ' 
ind wo P und Q wad immer für Sunctionen von x 
ind, aufeine Differenzialgleihung des erfien Gras 
es zurückzuführen. 


Auflbs ung. 

Wird dy — pdx und Ap qädx geſetzt, fo nimmt die vor⸗ 
ſelegte Gleichung die Form an: q - Pp 29 0, und wenn 
vie in dieſer Gleichung nach der —* erklaͤrten Methode puy 
nd q==vy ſetzen, fo erhalten wir zwiſchen x, u und v die Glei⸗ 
ung v- Pu --Q=o und daher v= — Pu— Q.. Dann 
ber wird 

dy=uydx und udy + ydu = vydx, 
8 ift demnach | 


dy _ udx _ Y4x — du alfo 


du + wdx + Pudx + Qdx= o, 
senn für v der Werth gefegt wird. Loͤſt man diefe Gleichung auf, fo 
indet man Iy = /udx. Oder wir feßen ſogleich, ohne diefe Sub⸗ 
ditutionen zu machen, in der vorgelegten Sleihung y= e/"d*, fo 
erhalten wir 

dy = e/«dzudx um de y = —* (dudx-- udn), 
und da nach verrichteter Subſtitution die Erponentialgröße e/wd* aus 
der Rechnung verſchwindet, ſo werden wir die obige Dilferenzialgleis | 
(dung des erften Grades erhalten, nämlich : 


du + u?üx 4 Pudx + Qdx == 0, 





um 7/j — 


von deren Auflöfung die Integration der vorgelegten Differenzialglei» 
chung des zweyten Grades abhängt. 


Zuſatz ı. 

Sg 833. Diefe Differenzialgleicshung des erften Grades laͤßt fi 
nach mehreren Methoden in andere, ſich faft ähnliche Kormen verwans 
‚ dein. Geben wir z. B. uS M2, fo finden wir. 

Mdz + z(dM-- PMdx) + M’zzdx - Qdx= o, 
wo man: für M eine folche Function von x nehmen Fann, daß das die 
Größe z als Factor enthaltende Glied verfehwindet, und dieß ift der 
Ball, wenn 
dM - MPdx=o der M=C. Ara- 
geſeht wird. 

Zuſatz 2. 

$. 833. Eine ähnliche Form erhält man, wenn u =! gefeht 

wird, denn man ſindu 
Kda —— KPdx 


+, = +: — + — FQI= 0, oe 


Kdz — 2 (KL KRAN) — —E Kdxe.o, | 
wo ebenfalls das zweyte Glied verſchwindet, ſo bald Rz Ceritt 


gefegt wird. a .k 


3ufep. 0 
9. 834. Eine ähnliche Transformation wird noch allgemeiner 


bewerfftelliget, wenn man u=HK-+ Mz ſetzt, denn man erhaͤlt 


dK +- Mdz-+- zdM + I:dx — 2KMzdx 4 M’z!dx? 
+ KPpdx + MPzdx HQdixmo, 
oder, wenn diefe Gleichung geordnet wird: _ ? 
Mdz + z(dM.-aKMdx-MPdxr) + Mzidx’ —- an * 
+ R:2dx + KPdx 4 Qdx = “ 

und daher fällt das zweyte Glied weg, wenn 


be , R ‚ \ Mir 
geſetzt wird. \ | 
Zuſatz 4 





—8 


9. 835, Noch allgemeiner aber wird eine ähnliche Form erhal 


m: 75 SEE 
K+-M 
L-+Nz 
‚(LM—HN)+LAH—KdL-+z(LIM— MdL NdK— Kan) 

+ 22(NdAM—MdN) + (K+Mz)dx 

+ P(K-+Mz) (L-1-Nz) dx -+-0Q (L + Nz)’dx = 0, 
Ihe Gleichung fi) auf folgende Form bringen läßt: 

LdM— MdL--NdK — KaN 
=dz (LM-KN) 2 + 2KMdx--P(HN--LM) Zus r 
— 2 (NdM — MdN-- M’dx--MNPdx- N*Qdx) 

+: LäK — KdäL + K:dx + KLPdx + L’Qdx, 
‚, man für K, L, M und N fölthe Functionen von x nehmen Fann, 
ß die Gleichung in einer Form erſcheint, in welcher- fie ſich am Teich 
ten behandeln Täßt. | 





|; wenn man u =: — feßt+ denn man findet 


Anmerfun g. 
$.. 836, ‚Weil folche Differenzialgleihungen des zweyten Grades, 
welchen die Reränderliche y nur in der eriten Potenz erfcheint, fehr 
ufig vorfommen , fo haben fich die Geometer mit der Auflöfung der 


eichung | 
du-+ udx-+ Pudx r0Qdı=o 
t Recht fehr fleißig befchäftiget. Diefe Gleihung laͤßt ſich auch un⸗ 
folgender allgemeineren Form darſtellen: | 
dz-- Pzdx + Rz2dx -Qdı=qa 

Den fhönen, befondern Zall de Zdx=ax"dx diefer au— 
neinen Gleichung, hatte ehemals der Graf Riecati als einen 
zlichen Beytrag zur Analyſis vorgelegt. Unter den Transformatio⸗ 
dieſes Salled aber verdient vorzüglich bemerft zu werden, die Ans 


me x= ER, benn biefe gibt 


— Fr — a at 
dar * 22 *te dt — wtrde, 


\ 


d daher erhält man, wenn z = Carr gefeßt wird: 


+3) Cat’dv + Cnttrd + acrtered= 


n 


= aawmtzdı, oder 


— 70 m 


(na-+2)Cdv + —— = 1 2C:v2dt == 2adt, 


fa daß bier Feine unbeſtimmte Poten von t mehr erſcheint. — Setzt 
man bier ferner v = — —, fo erhält man 





_ ern Cest + a@+ ca HU Lord zadı, 
nC At 402 s dt 
202 æ2 dt 

——— 

und wenn « = 70 = genommen wird, fo ergibt fich: 













(ca 4 20252 dat = dadt — int, 
welche Form die einfachite zu ſeyn fcheint. | 


ge brfas., 
J. 837. Wird das Element dx conflant genommen, 
und ed leiften der Differensialgleihung des zwehyten 


Grades 
y+ Pdxdy - Qyd=o 


die Gartifilaren Sntegralien y=Mund y—N Genüge 
fo daß das Verhältniß M:N nicht conftant ift, fo wird 
das vollftändige Integrale der vorgelegten Ole; 
Yung y=«aM--BN feyn. 
e Beweis. 
Weil die Wertbe y=M und y=N ber vorgelegten Gleichung 
Benüge leiften, fo wird feyn | 
dM + PdxdM 4 QMdx: = =o 

und EN HPdxdN + QNder=o, .. 
und daher iſt Flar, daß unferer Gleichung aud) Genuͤge geſchieht, 
wir y=aM-EBN ſetzen, denn es wird: 

+ a(dM + PdxdM + QMax)] _ 

+ B(dEN + PdxdN Long ” J 
Weil aber das Integrale y= aM -+- BN die zwey Conſtanten a u | 
ß enthält, welche man nach Belieben beftimmen fann, fo muß dasfe 


das vollftändige Integrale ſeyn, wenn nicht aufätig N ein Xielfa 
von M ift. 


— 
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Sufae b 2. 
(. 838. Aus zwey gegebenen partifularen Integralien einer fol« 
n Gleichung laͤßt fich alfo ihr vollftändiges Integrale beftimmen , for 
[d jene zwey Integralien von einander verfchieden find. 


Zufaß a. 
6.839. Wenn y='e/wd= oder = gefept wird, fo fins 
t man | 
du+ udx + Pudx 4 Qdx = 0. 


dM d 
Leiften num diefer Gleichung die Werthe ı= ug, ImMu=- 


adM +-BdN 
(aN + BM)dx 








enüge, fo wird ihr aud) der Wert u = 


ſten. 
Zuſatzz 3 

F. 840. Wenn alſo die zwey partifularen Integralien u=R und 
=S der Gleichung du--wWdx-- Pudx-- Qdx=o gegeben 
d, fo wird ihr vollftändiges Integrale wegen M = e/Rd= und 
= e/84: folgendes feyn: 
ae/Adr R + Be/°d*, ss , 
Bu Lara Fe 

_ gc/8d: sn 
u — R 4 werd: 


Anmerkung. 

$. 841. Dieſe Bemerkung, daß ſich bey ſolchen Gleichungen aus 
ey bekannten partikularen Integralien das vollſtaͤndige Integrale an⸗ 
ven laſſe, iſt von der größten Wichtigkeit. Wenn aber ein partifulas 
Integrale befannt ift, fo erfcheint gewöhnlich in dem Ausdrucke für 
felbe ein Wurzelzeihen, und dann find wegen der Ziveydeutigfeit 
felben zwey partifulare Integralien zugleich befannt. Wenn z. B. 
Gleichung 

du + uwdx -Pudx + Qdr=o 

Werth u= T-+ YV Genüge leiftet, fo Teiftet ihr auch der Werth 
= T — VV Genüge, und demnad) ift das vollſtaͤndige Integrale: 


u=s T- vV— erg Me 


<q ac/devVYyv — BvV 
um — 


Genuͤge 


u oder 


— 7{5 mau 


Sollte aber zufällig VV imaginär feyn, naͤnlich VV=XKV—u 
fo wird, weil et/dıvV — = cos./Xdx + V—ı sin. /Xdx iſt: 
(a — 8) cos. /Xdx + (@a+B) sin. JSXdxvZ une 
u=Tr%r cos, /Xdx + (a—P) sin. /Xdıv\ı XV 3 
oder, wenn (a —B)Y—ı =y und a+-ß=5 geſetzt wird: 
— ycos. /Xdx — sin. /Xdx i 
UT Hg (Kar HyeinfKkie' N ober and 


u=T + Xtang. (SXdx + 2) 





Aufgabe ı03 


6. 842. Das vollfiändige Integrale der Differen 
zialgleihung des zweyten Grade 


d“y-- Adydx -Bydx=o 
zu beffimmen, wenn dx conflant genommen wird. 





Auflöfung 
"Wird y efudz geſetzt, fo erfcheint die Gleichung 
du+wdx- Audxr +Bdx=o ode 


— du 


de= au HB 


welcher Senüge gefchieht, wenn man der Größe u einen folchen con 
ftanten Werth beylegt, daß  -Au-B=o wird; man findet 
demnach zwey Werthe, naͤmlich 


AH VSA— 
Da fi alfo Gierans zwey partifulare Snteyrtien ya ef.lı 


ergeben, fo wird, wenn man VEA?— B=n fegt, dad vollſtaͤn⸗ 
dige Integrale folgendes ſepyd: 


= e TAX (4 enx 4 Be "%); 
und wenn n imaginär ift, nämlich n = m V-ı, fo wird: 
yo "A (oos.mx-H-Bsin.mx) = Ce A X in, (mx + 37)} 
St aber n==o, fo findet man 


yuetitatpe). 
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Zuſatz 1.. 

G. 843. Um alſo das Integrale der vorgelegten Gleichung zu fins 
den, muß man bie algebraifche Sleihung u? -—- Au--B=o auflö- 
fen, welche aus der gegebenen Gleichung dy-+ Adydx-+ Bydx:—o 
entfieht, wenn man u°, u!, u? ftatt der Größen y, dy, d?y febt, 
und das Elemeut dx wegläßt ‚ denn dann geben die beyden Wurzeln 
jener Gleichung das vollftändige Integrale. 


Zuſatz = 
. 844. Wenn naͤmlich (a--f), (ug) die Faetoren der Glei⸗ 
dung u? Au BSo find, fo erhält man, wel v=— f und 
u=—g ift, als vollfiändiges Integrale den Ausdruck ‘ 
y= ae-fr Be-s:, 
Wenn aber g=f ilt, fo wird y= e-t"(a 4 ßx). 


3ufag 3 
$. 845. Wenn die Gleichung w -Au+B= o imaginäre 
Factoren hat, in welchem alle fie folgende Form haben wird 
u? 2fu cos. ꝰ - f = o, fo wird 
| ‚a=— fcos.2 + fvV-—ısinz, 
und daher: wird das vollftändige Integrale feyn: 
y- efxe0s.% (a cos. fx sin.2 + ßsin.fx sin.2) oder 
'y= Ce fx cos. & sin, (fx sin. 2-47). 


inmerfung. 


F. 846. Dasfelbe vollitändige Integrale findet man auch auf ges 


wöhnliche Art aus der Sleihung dx = TER 5 denn ſetzt man 


®-Au+Bo=.(u-+f)(u-+g), fo wird 
| _ du du j _ utg 
g-Hdı= 7, vrr urf’ 


und hieraus ergibt ſich 


um 








g — Cfe@-9r 

-Cee-9:__ 
—afe® ef: 

un —efe + ge. 


ug . . act _. ge” 


oder 


zum 80 zum 


Dann. aber wird 


afe@—-N* _ 95 — udu 
pie — kr ee — 2_ 8 ex - (rer (rs) 
und daher Sudx — — l(a+f) — — 148), 
f 8 
alfo y= efads = C(u+S)%"" (utg)5". 
Co ift aber 


_ Bade 6Het 
u+-f= keit _ ger ud u -4 gen’ 


und hieraus erhält man durch Änderung der Conftanten C 











fo — g2 2 
s-f sr! 
y Ce e 7 = Ce-t+gz(aes — Bef:) 


| (ae8* — gef) 6m! 
oder y= acer" + Be=-® wie vorhin, 
Hieraus erhellt demnach, wie nuͤtzlich e8 fey, aus zwey partifi 
laren Sintegralien das vollitändige zu bilden. 
Aufgabe 10% 


F. 847. Man beftimme das vollfiändige Integral 
der Differengialgleichung des zweyten Grades 


dy- ya 4 Bydat _ 0, 
wobey das Element dx conftant genommen ift. 


x> 
Auflöfung. 
Man ſetze dy=pdx und dp=gqdx, fo wird 


Ap | By _ _Ar __By 
ırZ tan da ge — — *7 
. , d 
Sey nun p=-) fo wird dy= und 
a __ udy-+ ydu uydı _ Ady Bydx 


2 udx udx — Bdx — xdu 
x xut Ax 


xdu + Bdx + wdx + (A—ı)udx = o, 


— 81 J 
— du . 
w+(A-ı)urB’ 
für welche Gleichung ein partifulares Integrale erhalten wirb, wenn 
man w + (A—ı)u-Boo fekt. 

Sep nun ef w > (A—ı)u+-Br=(u-tf)(u+tg), fo 
erhält man die partifulare Auflöfung y=—flx und y=x-f, und 
auf ähnliche Art y=x75, woraus fich das vollftändige Integrale ergibt 

yzax-! + Bı-s. ’ 

Wenn g—f ift, fo fege man g=f—w, und man erhält bey 
dem Verfchwinden von » 

x-s= rw ırf(ı+ole), 
alfo wird in diefem Halle 
yz=ıT'la Hein) 
Endlich fey 


> (A-)u-F-B=wW+tsfuconz nf, 
ſo wird u= — f(cos.2 + V—ı sine), 
und demnach findet man als partifularen Werth 
y- —fcost  „tfVSssind 
— xfeos. & [cos. (fsin.2lx) + VE sin, de sin.21x)], 
und daher ift das vollftändige Integrale 
yes Cxf cos. sin. (fsin.2. 1x -+y). 


Zuſatz ı 
G. 848. Es entfpricht alfo der Gleichung 
dydx x? 
ey +dtstry Zr SL 


ram 
daB vollftändige Integrale 
== ax-f + Rx, 


— 


alfı = 


Die Gleichung 

®y + @f+ı) —+ 
hat zum vollftändigen Integrale * Ausdruck 
y=xr'(a-+BPls) 
Zuſatz . 

\ 6.849. Hätte die vorgelegte Gleichung die Form 
dy -F (1 + 2fc0s.2) — az + — —0, 
Euler's Integralrechnung. 11.89. 6 


f2ydı? 
— — 





. | en —— 82 2 * 
fo wäre dann das vallſtaͤndige Integrale. 
y=C zei cos. 5 sin. (f sin.2. Ix +7). 


"h Re 7 
Anme rfung. 

$ '850. Eine aͤhnliche Auflöſung geſtattet auch folgende Differ 

iialgleiggung des sivegten Grades: 


J As dydx 4 Bany ax == 0. 


v; | 


— 
dy — 


Denn, man feße iy = xa yudx, fo wird man, weil 
d’y — x” ydxdu — nxyudx? r yutdı’ 
ift, nad) der Divifion durch y erhalten 
s"dxdu nx— u dx⸗ + xmudıt — nxa-—ı ud«: 
+ Axrudx 1 Bxedx:: * 
und daher J 
du + x 0dx + Ant udx + Bed = = .o, 
— du 
u AaAu -4 5’ 
und hievon erhält man eine partifulare ua, wenn man 
mt Au-B= 
fegt, "woraus u einen doppelten conflanten F erhaͤlt, deren ei 
u=— f, und der andere u=—g ſeyn ſoll. Deßhalb werden 
partifularen Sntegralien feyn 
\ — fantı a: — gatı 


A und yzertt, 


alſo x.dx — = 





fo gibt ſich das volſtaänd 
Integrale 
yz=ae-ft + Best, 
für den Fall nämlich, wo | 
"+ Au + B=(u+f)(u+s) 

if. Allein für den Sal | a, 

- u + Au-+-B= (uf) erhält man 

y=er"(a * ßt). 

Für, den Fall aber, in welchen u 

u +Au+rB= u? 4 2fu cos.2 --f, 


\ 


' 0 — 55 — J 

findet män | nn 

yz Gerfteo%% sin. (ftsin.2 + 7). 

Ä Diefe Integration kann fogar ausgedehnt werden auf die Form 
day —* + AXdydx + BXydr=o, 

wobep für X jede Buncion von x genommen werden kann; denn: wird 


dy= Xuydx oder I= = Xudx gejegt, fo erhält man 
— du | 
xdx -⸗ Lau HB | N | 
Segt 'man demnach /Xdx=t, fo erhält man dad vonftänbige 
Sntegrale , wie vorhin. Nämlich: 


ı) Wenn A=f+- gm B=fg, ſo iſt das Integrale 
y- ae—ft 4 ße- gt, 
2) Wenn A — 2f un B=f£, fo wird das Integrale 
y=eft(a+ßt). 
3) Wenn A 2f cos.2 und B—=f, fo wird das Integrale 
y=(e eft cost sin, (ft sin.2e-4- 7). ‘ 


Aufgabe ı05 
$. 851. Die Integration folgender Differenzial 
” gleihung des zweyten Grades 
| d2y + Pdydx + Qydxr = Xax 
r auf eine Differenzialgleihung des erften Grades zu: 
rück gu führen, wenn'das Element dx conflant genom— 
men wird, und Die Örößen P, Q und X was immer für 
bunctionen von x bezeichnen. 


Auflöfung 

Wir wollen hier einen ganz eigenen Weg einfchlagen, indem wir 
für y zwey neue Unbefannte einführen; man fege naͤmlich y=uv, fo 
wird, weil: . . 
dy= udv-+ vdu um dy = udv-+ 2dudr + vdu 
iſt, unfere Gleichung folgende Zorn annehmen: ww 
u®y-t- 2dudv- vdu ur Pudxdv 4 Pvdxdu 

. an Quvdx? = Xdx”. 


Nun beſtimme ‚man die eine Größe v, fo daß die den Tartır u 
6 * 
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enthaltenden Glieder wegfallen, welches geſchieht, wenn 
de Pdxdv 4 Qvdx 0 | 
gefebt wird. Man beftimme alfo nach dem Obigen v durch x, fo bleibt 
uns dann die Öleichung 
adudv + vd?u + Prdxdu = Xdxt; 
und weil nun v durch x gegeben wird, fo muß die Größe u befimm Ä 
werden. 
Man fege du=sdx, fo wird 
 vds + 2sdv + Psvdx = Xdx, 
welche Gleichung durch die Multiplication mit ve/?*= integrabel ge⸗ 
macht wird, denn man erhaͤlt 
vese/Pir = fe/tirKvdx, und daher 


e/? 
" JeffäsXydx und, 


—* Fir Xvd 
u —— fe vdx, 


Da wir alfo die Unbefannte v aus der Gleichung 
dev + Pdxdvr + Qrdn=o \ 
beftimmt haben, fo ift dad Integrale der vorgelegten Gleichung 


e/Ppi 
y- EG sera Kran. 


\ Zuſatz ı. | 
(. 852. Um die Integration auf eine Differenzialgleichung des . 
erſten Grades zurüd zu führen, feße man v= es ed=, fo wird fich die 
Größe t aus der Gleichung : 
| dt > tdx + Ptdx - Qdx=o 
beftimmen laffen, und Bierauf erhält man das gefuchte Integrale - 
y „= eftdz fe-/@tıydr dx Se/Ptyds Xdx, 





Zuſatz 2 
dt 


$. 853. Weil (P +) dx = — 4 — LER ig, ſo wird 


dx 
\ 1 — nn 
‚e/Pt)dx — _e * und daher 


t 


— [u 





— 85 — | | 
ds _ 09, _ [Rd 
aeg m tdx/e * x, 
wo die Doppelte Integration auf das volftändige Integrale führt. 


An m erkun g 1. 

F. 854. Dieſelbe Integration laͤßt ſich auch noch nach einer an⸗ 
dern Methode ausführen, welche der oben gebrauchten naͤher koͤmmt. 
Man ſetze nämlich für die vorgelegte Gleichung dyy—=tydx - vdx, 
wo v eine gewiſſe Function von x bezeichnet, welche aus der Function 
X beftimmt werden muß. Da nun alfo 

 dy=ydtdx -tdx(tydx--vdx) + dvdx 
it, fo erhält man nach gemachter Subftitution 

ydtdx + t?ydx? + Ptydx? 4 227) _ 
+ tvdx® Ldvdxe +-Pydı® — Xdu J 
bey welcher Gleichung jeder Theil, fowohl der, welcher den Zactor y 
enthält, ald auch der andere von y freye Theil für fi) genommen vet⸗ 
ſchwindet, wodurch wir folgende zwey Gleichungen erhalten: 
dt +>t?dx + Ptdx >-Qdx=o und 
dv + tirvdx + Pvdx = Xdx, 


* 


aus deren erſten t Durch x wie oben beſtimmt werden muß; dann aber 


erhält man aus der letztern: 
e/Ptodzy m fe/(FtıdeXdx; 


aus der angenommenen Gleichung dy—tydx=vdx folgt aber nım 


e-ftdzy = Je-Stdıydx; 
und wenn man flatt v den eben gefundenen Werth fubftituirt, fo Fömmt 


‚ bie vorhergehende Integralformel zum Vorfcheine. 


Anmerfung 2 

G. 855. Aus diefer Operation fcheint zu folgen ‚, baß die Inte: 

gration der vorgelegten Gleichung 
dzy + Pdydx + Qydı? == Xdx’ 
notbwendig von der Integration der Gleichung 
dv + Pdvdx + Qvdx: = o 

abhänge, weil, wenn diefe befannt ift, jene dargeftellt werden Fann. 
Es laͤßt fich jedoch nicht umgefehrt fchließen, daß, wenn die Auflöfung 
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der lehtern.unſere Kraͤfte überſteigt, auch die erſtere durchaus nicht i in⸗ 
tegrirt werden koͤnne; ja es iſt vielmehr ſehr leicht, unzaͤhlige Fälle aufe ' 
zuftellen , in welchen die erftere Gleichung die Integration yuläßt, wäh 
rend die legtere doch unauflösbar bleibt. Denn es ſey P=o un 
Q=ax, fo ift fo viel gewiß, daß die Tegtere Sleihung j 
dv--axyd® =o 
nad) feiner Methode aufgelöft werden könne, weil fie, wenn. vze/ftl 
gefegt wird, übergeht in dt>räx--axdx=o; und demnach 
folgt hieraus nicht “ die erſtere Gleichung 
y-t ax y- dx? = Xdx? 

immer unauflösbar 37 denn es laſſen ſich unendlich viele Säle für X 
angeben, in welchen die Integration gelingt. Denn wird für y its 
gend eine Function von x gefeßt, fo erhält man für X eine ſolche Funcs 
tion, daß der für y gengmen Werth der Sleihung Wenüge Teiftet. 


Werth man b. B%.y7= — feßt, fo wird X=ßxr,weildy=o 
iſt, und. der. Gleichung F +. axydx: = ßrden 
leiſtet auch das Integrale y — Genüge. Indeſſen -ift-diefes gute 


grale doch nur ein partikulares, ind es Täßt fich immer noch der Zweis 
fel erheben, ob auch das „ ounndige Integrale dargeſtellt werden 


koͤnne. Allein wird 1* Br =+ z gefeßt, fo erhält man Für die Re 


flimmung des vollitändigen Integrales die Öleihung dꝛz4 axzdx?— 0, 
und da dieſe nicht auflösbar ift, fo ift einleuchtend, daß auch das voll» 
ftändige Integrale im Allgemeinen nicht dargeftellt werden fönne, wenn 
“ Nicht auch zugleich die andere Sleichung die Sntegration zuläßt. 


Aufgabe 106. 


$. 856. Man beftimme, wenn daß &fement dx com 
flant genommen wird, das vollfiändige Integrale der 
Differengialgleihung des zweiten Öraded. 
d“y + Adydx 4 Byds! = Xdal, | J 
wobey X irgend eine Sunctiön von x bezeichnet. . 


Auflöfung. 


Wird y=uv gefegt , ſo Töft fich unfere Gleichung in die zwey 
folgenden auf: 
dv Advrdx - BrdX =o und 
” vd’u + 2dydu + Avdxdu = Xdx%, 


— 9% URL - 


Drüdt man alfo.aus der. erftern Gleichung den Werth: von w durch 
x aus, fo erhält man aus der Tegtern das bollftändige Integrale, wel⸗ 
de, weil Pa=A ift, ſich unter folgender Form darftelt: - 6 


Ard 
yr —J x jerXvdx;:..; WW 


und da dad vollftändige Integrafe hier durch eine stwenfache Sutegrätion 
erhalten wird, fo wird es hinreichend feyn, für v ein partifulares Ins 
tegrale aus der erften Gleichung anzunehmen, was auch ans der allge⸗ 
meinen Auflöfung erhellen wird. en 

Da man fich alfgzur. Auflöfung der erſtern Gleichung die quabrä: 
tifhe Gleichung ? + At--B= o bilden -mußs. ſo hat man de Der 
kur derſelben gemäß drey Fälle zu entwideln. 

EMeHAEBECHHlHE elf At er 
Batg, fo erhält. man ana sand 

mar “ 

Man nehme zuerſt nur dad partifulare Integrale, = = e— fx, fo 

wird, weil a =f,+ gif: u - 


‘ AS EEE —22 ea ‘ “ to} “r IR! . 


y- = DANCE FE SR xir eidgner yire 
Es ſey ef-Wrdx—dR und VJes: Xdx-S, fo wird 
jy- e-'+ /saR — e-fx(RS — /Rd s; 








® iſt aber R 28 een, und dapıer ergibt fi EN HER 
PL Be ee at zuein 
y — e- 6* s- — — ————— "oder 


: Kinteri .. 5 = A 
“ a2) = eü sr fes" Xdx — &- fi fetr Xdx; 
und eben Neſes Jutegrale würde zum Vorſchein gekommen fen, weinn 
bir und des andern partifularen Integrales v— e— 8° bedienet hätten. 
Im Allgemeinen aber ſetze man, wenn va... HE en 
‚genommen wird, wie vorhin 
e tor dx 


„fr 


nm 


= dR und Jede Krdr = On. m. 


* 
ſo wird auf r Weiſe u 1 BREIT WIEN, 
= v/SdR = v(R3 —/RdS). 

Nehmen ir am, es ſey | 
. “ Coix: Do u 7 
\ R= F 


4. i 
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ſo wird, 2 dvy — dx (afe-!: + Bge-e®) ift: 
v2 . 


Nun ſey 1=—g und Ca(f—g)=i damit an einen beſtimm⸗ 
ten Werth erhalte, fo wird; weil C= ift: 


dh = 


ger) 


— 1 
m Reigoaz und RiS= 7— 


dann aber ift 





ef:Xdx; 
S = afes-Xdx + Pjef:Xdx, 
und hieraus findet man —— 


—E I fen Xax-t f I fern Xx—_ı_ * re], 





oder ganz fo, wie oben 
(—g)y = er ferXdxr — e-fx fef-Xdx. 





. Iſt .At B(t-H, oder Amaf und BR, : 
fo folgt aus der erftern Sigchung v=e-"(a-- Rx) Man ſehe, 
wie vorhin, 





n sc dX _ AR md fetXrde—s, 
damit y=v(RS— /RdS) erhalten werde. Da nun on 
dx 1 of: 
a N Pd Rn a - v 


S = afef"Xdx + Pfe’Xxdx = SetXdx(a+-PBx),. 
daher vRS= — 3 erf» Se: Xdx — ef: /el:Xxdx md 
oRas- — z/eXdz, 
woraus fich ergibt | 
ya erf:xfef:Xdx — e-!:fef"Xxdx; 

oder, weil 
| d.efıy om dx/ef"Xdx 
ift, kuͤrzer 

= e-fzfdxfef:Xdx. 

II. Iſt endlich t - At -B=t + zft cos. + fi, ober 

Am=afco2 md B=f£, fo findet man 


vf* cos. sin, [fxsin.2 +7]. 


— 80 \ 


Nun febe man 


— afxcost 
e dx dx 


erfz eos· Kydx mu ef? coS Xax sin. (fx sin. 2y) = dS$, 
damit y= vRS— v/RdS zum Vorfchein fomme. Es ift aber 
_ 1 cos. (fx sin.) ’ 
Rem f sin.5 ° sin. (fx sin.5-+y) 
vRS= 


Sn Er : efz cos. 008. (% sin au ‚jetz cos. Xdxsin.(fx sin.2-4-y) 





; und baber 


' und 


\ 


JRdIS= — 
mithin ergibt fich- 
fysin.a— te ft °08L sin.(fx sin. 2- y) elt eos. & Xxdx cos.(fxsin.2-y) 

7 eor.ð cos. (fx sin.2-Ly)fef? °05-5 Xdx sin.(fx sin.2+y). 


| Zufaß ı 
$. 857. Segen wir in diefem legten Integrale f xsin.g=p, 
fo erhalten wir 





fx cos, 1 . 
Fra Je ° SXdx cos. (fxsine2 4-7); 


fofz oos. ysin2— 
= (sin.y c08.9-4-C0s.ysin.p) fe? eos. Xdx(cos.y cos.P — sin.y sin.p) 


" + (sin.ysin.p— cos.y cos.9) ſoſt eos. ᷓ Xdx(gin. cos. u cos.ysin.p) 





- oder 


feſs cos. „sin. 2 = + sin.ycos.y cos.p,fef* eos. tXixe c08.P 
| — sin.? y 009.9 ef? cos. Xdx sin. p 
+ 608.° y sin. y eſx cos C XxAx cos.9 
— sin,y cos. y sin. /' eſx cos& Xdx sin.p 
+ sin.2y sin.g fe cos. Xdx cos. 


- sin.y cos.ysin,o,f efs cost Xaxsin.e 


— sin.y C03.yC08. pfef?°08s5 X dx cos.9 
— C08.?y cos. ꝙſælx eos. Xdxsin.p, 


und hieraus geht vervor, daß der Winkel y ganz aus der Rechnung 
wegfällt; denn man findet 


fefX cos. y sin.2 — sin, g fef* eos. 5 Xdxcos.p 
— (08. pfei° cos. SxXdx sin, e. 


| Zuſatz =. J or. 

‚ $. 858. Da wir und. alfo ſtatt einer Gleichung zwey zu u integre 
rende Gleichungen gebildet haben, fo fehen wir ein, daß es hinreichend 
fey, wenn nur ein partifulared Integrale der.einen Gleichung. befannt 


“ft; denn in den beiden vorhergehenden Sällen fi ind die im voliftänbigen 


\ 


Sntegrale erfcheinenden Conſtanten « und ß yon felbft aus der Ned» 


nung weggefallen, und,eben fo ift im dritten Falle die beftändige Größe 


y verfchwunden. 
| Beyſpiel. ee 


$. 859. Man befiimme das Integrale der Gleichung 
d? y+A dy dx+-Bydx?==dx? [n (n—ı)x-®Ln Ari Br] 


wobey das Element dx conſtant genommen iſt. or 


Diefes Beyſpiel ift fo befchaffen, daß ihm der Werth yaxn of⸗ 
fenbar Genüge leiſtet, und demnach ein partikulares Integrale der ge 
gebenen Gleichung iſt. Um nun das vollftändige Integrale zu beſtim⸗ 
men, ſey A=f+35 und B=fg, fo wird, weil 


= fs —n (f+ 8) xa-ı 4 a (a a)aı iR: J 


Se: Xdx = fer + nestxt-! — a "und. 
Se'-Xdx | gei’xn + nem + Br 
alfo ergibt fich aus der. gefundenen Form das vollſtaͤndige Zutegrole 





((—g)y = fx" 4 nx"-! + aeg — gxı — nx?— — Be 


Fl & Fe Eee 





P 
— x2 — e-g: _.: 
oder 43 — en⸗ Fr 


oO 
öder; wenn man die Form der Conſtanten ändert: 


y=xn 1 ae-i: 1 ße- ge“ 


Wein g—f ift, fo feße man g=f--w, wobey = ift; alfo 


wird, weil ems-—e-fr, e-2=e-fr (1 —wx) ift, wenn man 


a und ß für aß und — Bus ſchreibt: 
— y0Q —fx 
Kenn aber Au ee 
f=a Lbyzı und g = an bVY—ı, alfo 
ya e3X (ge PXVA 4 BebtvV=n), 
fo werden wir, weil | 
etbzvQı — cos,bx + V-ısin.bx 
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iſt, nach Veraͤnderung ber Form ber Conflanten athaltend 
y=ıt+eT®"(aco.bx--Bsinbx)t 0‘ 


Anmerkung 


., 860. Kennt mai aber im Allgemeinen | von einer, Gleichung 
unter der Form 


dy-- Adydx-+ Bydx: — Xdx? 
ein particuläres Integrale, oder einen diefer Gleichung Genäge leiftens - 


den Werth yet, fo wird das vollftändige Integrale Tescht gefunden, 
wenn man y=t-+z febt. Denn da der Vorausfegung gemäß 


dt + Adtdx 4 Btdx? = Xdr% P 
iſt, ſo wird man Ki diefe Subftitution erhalten: 
z + Adzdx 4 Bzdx? =0, 


| woraus ſich, wenn A f+g und B=fg if, ergibt: 


z=arc-htt Bes”, ' * 
und ſo wird das volftändige Sntegrale ſeyn: : | 
y=ttaek H Bee, 
wie wir auch In dem angeführten Beyſpiele gefunden haben. 


Aufgabe 107. 
. 861. Man beſtimme das obliſtändige Integrale 
folgender Differensialgleihung des zweyten Grades: 


d?y — —— ———  Axtdıdy + Brasydxz — Xdx?, 


bey welcher * Element dx conſtant gefept ift, und 





X irgend eine Function von. x bezeichnet. 

rn Auflöfung. 

Die Auflöfung diefer Aufgabe Fönnte, wie oben, aus der Ans 
nahme y—uv abgeleitet werden, allein indem wir uns hier einer 
andern Methode bedienen, wollen wir diefelbe durch eine leichte Sub— 
fitution auf die Formeder vorhergehenden Aufgabe zurückführen. Wir 
ſehen naͤmlich dx — dt, damit xt! (n + ı)t werde, und 
durch dieſe Subſtitution die Function X in irgend eine Function T von 

t übergehe. Damit aber die Annahme der Unveränderlichfeit des Ele 
mente dx Feine Störung verurfache, fo wollen wir diefe Bedingung 


— (02 ——— 


aufheben, indem wir dy=pdx und dp = qdx ſehen, und dam 
werden wir erhalten: 


Tran 


nl L 
’, und wenn man nun 





. Danınd=— in, fo wird pP= = 


da8 Element dx conffant nimmt: 





nın-ıdıdy | xınd?2y qdt 
= +— Zagl= alſo 


— 





— = 
= nı-ıdy 4 x —, 
und fo wirb unfere Gleichung m: : 


x2nd?y nxs—ıdy __ axe—ıdy Axındy 
dız + dt " IT rom 4 Brey = % ! 


Wird XX-26 gefest, welche Größe für sti(atı)t 

als eine Function von t betrachtet werden kann, fo erhält man: 
dey - Adydt + Bydt. = Od, ö 
in welcher Gleichung das Element dt conflant genemmen, und bern 
Integrale alfo durch die obigen gegeben ift. 7 
1. Wenn A= fg und B=fg, fo wird das Integrale fen | 
E-g)y = e-stferHdt — e-ftfeftodt, : 
wo, wenn die Wertbe dt = x"dxr nd 9 = Xx-*" wieder ori 
und Kürze halber t= - — „zatı bepbehalten wird, der Wetth von 


y durch x ausgedrückt, ſich auf folgende Art darſtellt: 
(e-g)y = o-stfestx-nXdx — e-fifofts-"Xdr 
1. St A— 2f und B=#, ſo wird dad Integrale 
yz= e-ftıfeft9dt — e-ftfeftOtdt, oder _ 
ya e-fyrdtfeftödt, 
welches alfo durch x auögedrüdt die Form erhält: 
y=e-ft/xndxj/etx-"Xdx 
II St endlich A 2fcos.2 und B=ß, ” wird das In⸗ 
tegrale feyn: 











fol! cos. Cy sine = sin. gfeft eos. coat cos. — — 
— cos,p fett cos Codt sin. pP, 


zum (05 SB . 


bey 9 =ft ein.2 oder g= - en EIN Fern weil one 
» Das Integrale ber vorgelegten Gleichung wird demnach fegn: 


ft cos. “ty sind = ein, pfeft cos. 64-aXdx c08.P — 


— 608. Ze cos. Sx-nXdx sin, 2 . 


Zuſats ı 
$. 862. Wenn no ift, fo geht die vorgelegte Gleichung über 
jene‘, welche wir im vorhergehenden Probleme behandelt haben, und 
wird t — x, alfo wird auch dad Integrale dasſelbe ſeyn. 


Zuſatz = 
er 863, Sf aber n—=— ı, fo erhalten wir die Gleichung 


a7 a4 SI Er xae, 





‚alfo = Ix und et x; dann aber wird im dritten Zalle der 


infel 9= f sin. 2lx. \ 


Anmerfung. 


$. 864. Die Methode, deren wir und hier zur Integration der 
fferenzialgleichungen des zwenten Grades bedienten, ſcheint nicht na; 
ih genug zu feyn, da fie fich gleihfam auf diefe Formen allein ers 
eckt. Weil alfo bey den Differenzialgleichungen des erſten Grades 
Auffindung von Factoren, durch welche jene Gleichungen integrabel 
nacht werden, fo ausgezeichneten Nugen zu verfprechen fchien, fo 
Uen wir auch verfuchen, ihre Anwendung bey den Differenzialglei- 
ngen des zweyten Grades zu zeigen. Zwar laffen fich Bier feine 
he abfolute Vorfchriften erwarten, die auf alle Formen der Gleis 
ngen anwendbar feyen ; allein fo wenig wir auch hierin zu leiften 
mögen, fo wird man ed denn Doch als einen ſchaͤtzbaren Beytrag zur 
alyfis betrachten müffen. Nach diefer Methode kann man befonders 
e Differenzialgleichungen des zweyten Grades, bey welchen die eine 
eänderliche y mit ihren Differenzialien ſtets nicht mehr als eine Dis 


nfion hat, mit Leichtigfeit behandeln, und dann wird man auch ein⸗ 


ven, auf welchen Wege man diefe Methode noch zu einer größern 
olltommenheit empor heben müſſe. 





⸗ 


— » — 


Ga pite4. Yv. 


TR; 

Bon der Integration. der Differenziaigleichungen des weyien 
Grades, bey welchen die eine Veränderliche den erſten Grad nidt 
überfteigt, wittelſt Factoren. 





Aufgabe ad. uge 
$. 865. D; Sleihung re | J 

d?y - Adxdy + Bydx? = Xdx?, 
bey welder dag Element dx conftant genommen iſt, 
und wo die Größe X eine beliebige Sunction von x‘ 
bezeichnet, fey gegeben; man ſoll eine folde Funck 


tion von x auffinden, daß jene Gleichung, mit ie: 
multipfigiet, integrabel werde. | 


Kuflöfung 


"Man .fege dy—pdx, damit man eine Differenzialgleigung 
des eriten Grades erhalte, nämlich :" 


dp- Apdx + Bydx — Xdx, | 

welche mit irgend einer Sunction V von x. multiplizirt, integral 
werde, nämlich: 

Vdp-AVpd< +BVydı = VXdr, 
und da hier das Teste Glied V Xdx integrabel ift, fo muß auch bey: 
dem erften Gliede die Sntegrabilität Statt finden. Es iſt aber zuerſt 
einleuchtend, daß Vp ein Theil des Integrales feyn werde, daher 
fege man dieſes = Vp +S, fo daß Vp+-S=/VXdx werd, 
fo erhält man | Ä 

dS—=— pav AVpdx + BVYydx, oder 

ds —dy (AV— Z) + BVyas, | 


welche Formel integrabel gemacht werden Fann, wenn man V = z ci“ 
fest, denn dann wird 

as—eltffA—Aady-+ Bydsı] und S=(A—a)el'y, 
wo die Öröße A fo genommen werden muß, daß 


— 95 — | 
‚AA—%”=B dr ®— A2-B=o 
werde Dan ui man, alfo finden: 
”p-+t (A— 2) elty — jeltXär, oder 
dy 4 (A — A) ydx = e”A%dxfeliXäx, 
welche Gleichung, mit e-Vx multiplizirt, ebenfalls integrabel 
wird, und man erhaͤlt 
-M = yeah — ——— 
Weil Ad eine Wurzel der Gleichung a — Ar --B= o iſt, fo 
wird, wenn wir die beyden Wurzeln jener Gleichung mit f und g be: 
zeihnen, dag a=fil, A—r=g, und dann ijt die Inte: 


gralgleichung 
es* y ———— oder 


— Se” Xdx, 








yo — 
e Y=77 


welche ſich in die oben gefundene Form verwandelt, naͤmlich in 


e@—Hr/et:Xdx — z 








e=fx/ef:Xdx — 4 es: /eg:Xdx. 


Ä Zuſatz ı. “ . 

6. 866. Die vorgelegte Gleichung, oder die aus ihr entftandene 
dp Apdx 4 Bydx = Xdx, 
. wird integrabel, wenn man hiermit erx 
— Ar TB 
it, und To- erhält n man einen doppelten — naͤmlich entweder ofz 
der. e&=, 


TEE ‚ wobey 


vw... 


Bufaß > 
g. 867. Multiplizirt man aber jene Gleichung mit dem Faetor 
ix, fo erhält man das Integrale \ 


dy+t gydı = e-"rdxfe"Xdx, 


und fo wird fie auf die Integration einer Differenzialgleihung des er⸗ 
fen Grades zurückgeführt, welche endlich durch die Multiplication 
mit esꝛ zum zweytenmahl integrabel wird. 


Anmerkung. 
$. 868. Den Multiplicator V mußte man fo beſtimmen, daß 
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der Ausdruck dy ( AV — T) + BVy dx für fich integrabel 
wurde. Dann aber wird, weil V eine Bunction von x bezeichnet, ber 
Ausdruck y (1v-) das Integrale feyn, daher muß nothwenbig 


Adv — = BVäx. oder &Vi-AdxdV +BVdrrmo 


werden, und von der Integration diefer Gleichung hängt die Auffin« 
dung des gefuchten Factor V ab. 

‚Es ift aber hinreichend, von jener Gleichung nur ein particulds 
res Integrale gu nehmen; denn wenn die vorgelegte Gleichung inte⸗ 
grabel gemacht werden foll, fo wird dann durch die Integration felbft 
eine willfürliche Conftante eingeführt, um das Nefultat zum vollflänz 
digen Integrale zu erheben. 

| Aufgabe 10 
$. 869. Die Gleichung 
d?y + Pdydx + Qydx? = Xdxt, 
bey welcher das Element dx conftant genommen if, 
‚and wo P, Q und X beliebige Sunctionen von x be 
zeihnen, fey gegeben, man foll einen Multiplicater 


V finden, der eine Function vonxift, und durch weh 
hen jene Sleihung integrabel gemacht wird. 


Auflöfung. 
Weil die durch V multiplizirte Gleichung 
 Vay+ VPdydx + VQydxr — VXdx: 
integrabel ift, fo fege man das Integrale des erſten Theiles gleih | 
Vdy — Sydx, denn eine andere Form kann es nicht haben, und eb | 
muß folgende Sleihung zum Vorfchein kommen: 


VPdydx + VYQydx® = dydV + Sdydx + ydSdx, 
weil aber hier S nothwendig eine Sunction von x ift, fo wird - 
vPdax=dV-+Sdx md VQOdx=dS. 


Hieraus ergibt ſich S= VP— a und demnach muß der ! 
Multiplicator V aus der Gleichung 
VOdx=Vdap+Pav— IT, ode 





. | ze (07 Emm | 
dV — PdVdx + Vdx (Qdx— dP) == o 
befimmt werden; laͤßt ſich alfo dieſe Gleichung auflöfen, oder kann 
man doch wenigftend ein particuläres Integrale derfelben angeben, um 
den Multiplicator V zu erhalten, fo wird das Integrale der vorgeleg- 
ten Sleichung feyn: | 
Vdy-+-y(VPdx— dV) = dx/VXdx, 
welche ferner integrabel gemacht wird, wenn man fie mit T eftir 
multiplizirt, denn man findet das Integrale 


* e/P dr = /% efPds/VXdx, oder- 


 „- = ray ferast 


m durch das doppelte Integralzeichen zwey willfürlihe Conftanten 
eingeführt werden, wodurd) das Sintegrale vollftändig gngegeben wird. 


3ufaß ı. 

6. 870. Die Auffindung des Multiplicatord V hängt alfo auch 
von der Auflöfung einer Differenzialgleichung des zweyten Grades ab, 
allein diefe ift einfacher als ‘die vorgelegte Gleichung, weil fie die 
Function X nicht enthält, und die Größe V mit ihren Differenzialien 
dV und d? V durchaus nur eine Dimenfion Hat. 


N Zuſa tz 2. 
F. 871. Wird demnach V = efrdz geſetzt, fo wird die Größe 
vdurcd folgende Differenzialgleichung des erſten Grades beſtimmt 
werden: 


JVXdx, 








dv + “dx — Prdx + Qdäx— dP=o, 
und fennt man von diefer wenigftend ein partieuläred Integrale, fo 
wird man auch die vorgelegte Gleichung integriren Fönnen. 


Zufas 93. 
F. 872. Iſt aber der Multiplicator V gegeben, fo wird umges 
kehrt die Beziehung der vorgelegten Gleichung fo feſt gefegt, daß fie 
auf diefe Arı integrabel wird; denn man wird erhalten, entweder 


. dP , Pdv dv 
0a try yam oder 


PdV d?2V 
ar + <= Qdı +, 


| Euter’3 Integealeechnung. IL. Bd. a 


mm 08 m 
oo. ] . 
oder durch Integration: 
PV = — :- /QYix oder P= 


Bepyfpieln 
$. 873. Die Form der Differenzialgleigung dei 
zweyten Grades 
dy-+ Pdydx + Qyd = xaꝝx 
1 zu beftimmen, daß fie durch die Multiplication mit 
ei: integrabel werde. 
Nimmt man den Multiplicator V— ef"! — el”, ‚fe wird 
v=X, und ed muß der Öleichung | 
a@dx — aAPdx + Qdx - dP = 
Benüge geleiftet werden, und daher wird 


dp 
Q=ırP — 2 +, 


Dieß wird aber erfilih der Ball feyn, wenn P und Q conftant 
find, naͤmlich P=A und Q=B, und danı muß man ? aus der 
Bleihung 2 — AR + B=o beflimmen, welchen Fall wir fchon 
oben ‚behandelt Haben. Was aber auch übrigens P für eine Function 


f Vdx 
I av, ravar, 










! 


von x feyn mag, fo wird, fo bald ur Q=rP—r + * if, 


die Gleichung mit ei* multiplicirt, integrabel werden; denn das In⸗ 
tegrale wird ſeyn: 
eix [(dy+-ydx (P— ı)] = dxfel%!Xdx, oder 
dy+- (P—A)ydı = eAXgdxfellXdx, 
und wenn diefe ferner mit e/Pdx—Ax multiplicirt wird, ſo gibt di 
Integration 
1 oe /Pdx 4 Te — alx dxfel!xXdr. 


3ulap. 
$. 874. Es ſey P=A-tax md Q=B-+ fx, fo wird 
B+-PxX—=ArR Larx — Ra, alſo 
B Ax — La md Bar, 
und daher müſſen, weil a—® ift, die Corfficienten A, B, a, 
fo gebildet feyn, daß man erhält | 
Ba =Aaß — Ra oder Be RR —malAß + a). 


— 00 — 
Beyfpiel a 
$. 875. Man beftimme die Form der Differenzial- 
eichung des zweyten Grades 
d?y + Pdydx — Qydx’ = Xdx? 
daß ſie, multiplicirt mit e/vd=, wobey 


v=:+ır 
‚integrabel werde. 
Da 
| dv rd Prix Qux — dP=o 
u muß, " erhält man 
— — 24 paxe—t— * — ‚Px° 


pr 9, alle 


+® +3 4m + Q— 
ED _ (ern) pe en LP HI, 


» wenn wir P= - + x» fegen, fo finden wir 


Ä Q —_ — z aA— Mar — a) + 

+ x (Br -- „ea 2Ru—nu) + xt" (Bu— u). 

Nun fey Q =! = + 5x7! + ex’2, fo muß 
—(a+ı)a +a + y=0 Pate) + n(@—aA—n)=5 

und a (d — ı) = 

n, und hieraus ergeben fich nicht allein für den Multiplicator die 
erthe von ? und za, fondern auch eine beflimmte Relation zwifchen 
ı Größen a, Br, yı d, & 

Wäre z.Bd.y=o und 5=0o, fo wird (A—.a) —E ı)=0, 
voA==a; ferner B— M) (a + nn) = 0, alſo amA=—n, 
du — Bau-te=0; ed erhält naͤmlich die Gleichung 


dr dr dady (Br — :) + extyde = Xdr, 
x ey: n um: 
ı Ausdrud e/"dr als Multiplicator, wobey va — ter if, 


an „ fo genommen wird, daß a — Ba -e=o wird. Man er: 
t alfo den Multiplicator ur 


n * 








- folglich, wenn = xt mt veſett wird: 


| | gi | 
y=zıe et Zertfapmeeteae ad, ode: 


y- e-pfeo-entana [EEE 


Zufaß ı. or 
$. 876. Wenn y=o und e==o gefegt wird, fo wird p= =hr 
Ba —r)=5 und (A—a) (A— ı)=o, alfo Ar. u 


= (a— 1) 8 und demnad) P=- + px, ln 
und der Wultiplicatr der Gleichung. 
dy-t ( + Be dxdy + (a — Br ydr— Kar 
ft V= efrär, wobey v = - 4 Bxe, fo daß man erhält: | 
Both ß 


vV- x. en und e/Pdz — zart! 


ati 












. 3uſat 2. 
| . 877. In diefem Falle erhält man alfo, wenn — 
geſetzt wird, folgendes Integrale: 
yaıx'?y7? e-BtaxfeßtXxdx, 
welche Formel fich nicht einfacher ausdrüden läßt, weil im augener 
nen bie Formel e-Pt "dx die Integration nicht zulaßt. 





— 
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Anmerkung — 3 
6. 878. Da alſo die Auffindung der Multiplieatoren, welde 
bie Sleichungen von der Form 
d?y -- Pdxdy + Qy ax — —= Xdx? 
integrabel machen, die Auflöfung der Gleichung 
dVY— PdVdx + Vdx(Qdx—dP)=o 
erfordert, diefe aber enthalten ıft in der Form 0 
@y + FPdxdy-+ Qydt=o, Er 
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ſo muß man ſehen „wie man auch: dieſe Gleichung mittels Factoren bes 


handeln müffe. Wenn nun der Multiplicator V diefer Gleichung, wer 


chen man ſich ald irgend eine Bunction von x zu denken hat, wieber 
die vorige Form 

day — PdaVäx-f Vax( (Qäx — ar) DT u 
erhält, und man fegt den Multiplicator diefer letztern = U einer 
Zunction von x, fo wird fich diefer aus der Gleichung 

&2U +PdUdx + QUdr=o Ä 
beſtimmen laſſen, fo daß es hinreichend ift, 'eine‘,von diefen beyden 
Gleichungen aufzulöfen. Wir-find zwar auch oben, wo wir y say 
gelegt haben, auf diefe letztere Gleichung gefommen, allein man darf 
fih nicht wundern, daß eine dieſer beyden Gleichungen von der andern 
abhängt, weil die erftere aus’ der letztern entfteht, wenn man 
v= = e-/Pd=Y febt, die letztere aber aud der erjtern, wenn man 

— e/?d«U nimmt, wovon man fi ich durch den Verſuch leicht über: 

zeugen wird. Weil man nun auf diefe Art die fich etwa darbiethende 


Schwierigkeit nicht befeitigen kann, fo muß-man unterfuchen, ob man 


vieleicht durch einen folhen Multiplicator, welcher beyde Neränderliche 
xund y mit ihren Differenzialien dx und dy, oder p== = enthält, 


feinen Zweck erreicht. Allein ed ift Teicht einzufehen, daß, wenn die 
Differenzialien ausgeſchloſſen werden, dieß nicht „möglich fey, denn 
wäre der Multiplicator V eine Function von x und y, fo würde man, 
aus dem eriten Sliede d?y_ den Theit Vdy des Integrales erhalten, 
welcher aber nach der Differenziation ‚wenn dV=Mdx- Ndy 
gelegt wird, den Theil Ndy: enthalten würde, der. in der Sleichung 
nicht erſcheint, und auch durch. die übrigen Theile des Integrale nicht 
aufgehoben werden Fönnte. Wir müjjen demnach verfuchen, unfer 
Ziel buch ſolche Multiplicatoren zu erreichen, welche auch den Diffe⸗ 


camgialquot enten *2* enthalten, und weil mit ſeinen Differen⸗ 


x 


jialien durchaus diefelbe Anzahl von Dimenfi onen. bat, fo muß diefe - 


Eigenfchaft nothwendig auch im Multiplicaror vorhanden feyn ; denn 


fämen fie von einander verfchieden vor, ſo würden fie einzeln genonimen, 


für fi zum Ziele führen. 
Aufgabe na 
$. 879 Die Bedingungen zu beſtimmen, daß, 


wenn das Element dx conſtant genommen wird, ein 


— 102 en . u 


Multiplieator von der Form Mp + Ny, wo p = 3, 
und M und N Zunctionen von x find, die Gleichung 


dty -—- Pdxdy + Qydx’ = o, 
wo P und Q Bunctionen. von x bezeichnen, integrabel 
maqhe. . 

Au flö fü un g. 
Weldy= pdx- äft, fo iſt unfere Gleichung | 
dp + Ppdx + Qydx=o, 
und durch die Multiplication'mit Mp -H Ny geht fie über in. 
Mpdp-} Nydp + MPpdäy + NPydy + NQypdı=o, 
+ MQydy, 
welche Gleichung integrabel feyn muß. Wegen der Glieder, die dab 
‚ Differeniziale dp enthalten, wird <Mp* 4 Nyp ein integrabler Theil 
ſeyn, und daher fee man das Integrale =:Mp —- Nyp-+ 8. 
Da nun dad Differenziale diefed Ausdrucks jene Gleichung felbft geben 
muß, fo erhalten wir: 
dS= MPpdy + NPydy + NQy:dx 
+ MQydy 

— 2pdM — ypdN 

— Npdy, 
welche Formel alfo integrabel feyn muß, und da fie bloß die Differen- 
zialien der erfien Ordnung dx und dy enthält, fo verfchtwindet de 
Größe p nothwendig aus der Rechnung. Wird alſo dAM—=Mdz 
und dAN == N’dx gefegt, fo muß, weil pdx=dy ift, das erſte, 
den Zactor p enthaltende Glied gleich Null werden, damit man erhält : 

 MPpdy — !Mpdy — Npdy=o, oder 
MP—:M—N=o, oe N=MP— I. 
Dann aber wird 
dS = ydy (NP +MQ — NY 4 Nqm ax, 
und das Integrale dieſer Formel iſt: 
s5 2 (NPPMQ-NO, ode S=y!YNQdz,. 
welche beyden Ausdruͤcke übereinſtimmen müſſen, und daher wird 


NP-+-MQ — = = 2/NQdx, ober 
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dP-FPAN+MAQ + gam — TI. — ı0Qdx=0; 


d dieſe Gleichung, verbunden mit N=.MP — —n, beftimmt die 
Hangten Bedingungen; daher ergibe fi dann die Integralgleihung 


Zu N + (mr oc . 


Zuſatz ı 
$. 880, Wenn die Bunctionen P und Q gegeben find, und man 
I daraus die Größen M und N beftimmen, fo erhält man, weil 


=MP — if: 


\ 


am | 
ad x? 2. J 
d die Function, M wird ſich aus folgender Gleichung ergeben: 
M 3Pd:M 5dP 1 P 
3 ad + (?: — + 20) au 
+M (srar —— — + a)=o, 
Ihe Gleichung wenig nützt, weil fie Differenzialien ber britten Ord⸗ 
ng enthalt. 


an =MäP + PdM — 











Zuſatz 2. 

g. 88. Iſt aber der Multiplicator Mp-+ N Y geoehen, ‚fo wir 
Gleichung ſelbſt fo beſtimmt / daß zuerſt p = — tan * * wird, 
d dann ergibt ſich: u u 

QdM NQd:_ _ dN d.pN 
Arann 2 ulm rien u 
Ndx 


Wird: dieſe Gleichung mit Me SE M mulsiplicirt, fe sin fie 


ın das Integrale 
N Ndx x 


MQe ‘ 2m=yje ge _a.P8). | 


Zuſatz & 
$. 884, Es fey diefes Integrale = Z, fo wird 


TE an) a RE, 


M ' 
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wo das letztere Glied, wenn fuͤr P der Werth geſetzt wird, übergeht a 
Fu [ZZ (een _ wir N2dM 








_ X), 
[EN “ 
deffen Integrale offenbar e Tr - it, fo daß man erhält: 
ze Sen — sam +C, folglich | 


Mdx 





N 
arf dN NaM 
Rey * FW 


aM:dx’ 
Bufap 4 
(. 883. Wenn die Gleichung \ 
tert [Se — * 
gesehen ift, fo wird, nachdem biefelbe mie MAL nt Ny multiplieitt 
worden iſt, das Integrale 


| win mir), ip (ce) Ey 










u 


—  Anmerfung 

F. 884. Da man alfo für Mund N beliebige Zunctionen von x x 
nehmen kann, fo haben wir dadurch unzählige Formen von Differen⸗ 
zialgleichungen des — Grades erhalten, welche wir mit Hulfe 


des Multipliators — — — + Ny integriren fönnen. Die atgemein 


Form, der dieſer Bacter den Charakter der Integrabilität verleiht, " 
wie wir gefehen haben: 


d? 
3: + mar * (AM Hana 
Ndäx 


+ F (eMdN — NM + aCMe ar); F 
und das Integrale ſelbſt ift: 
Mdy: —— — 
— E — *). 
Man ſieht licht ein, daß die Erponentialgröße, die mit de 


Conftanten C multiplicirt ift, beyderſeits weggelaffen werden Fönne, _ 
weil fie allein jene Eigenfchaft befigt. Denn wir die Erponentiolgröße _ 


. Ndr 
auf einen algebraifchen Ausdrud zuruͤckfͤhren, indem wire’ = "ol 


m 105 sum 
legen, fo erhalten wir 
‚„Ndx du md N- MdL 
M UL aLdx’ 
' Md:L 'dLdM MdL? 
iNn= ‚aLda + sLds -al2dx‘. 
m he en” 2“ Bo! | 





alfo 





24 * * +5 L 
@L. , dLdM di , aCLdx 
T:7 Las + sımar 2 ty ): 


wenn fie mit — _ — 4 Im multiplicirt wird, das Integrale 





man MydLdy , , yi MdL? N. 
sd Gldx +: —— 4 cL). 

. dM ER 

Wenn wir aber nu +7 =: ſetzen, ſo daß U — 


L 
wird, fo erhalten wir tolgende Difernjsgteihung des awegten 
Brades: 


dx ” u “ 
dLz dHKdL aCL?dx 

— — — — — ’ Oo 

lei L.dx * al?2dı ! KlLdx rn u) 


dy ydLäy dLe CL: 
an Te t Tan tr? N 2] — Conat. 
Beyſpiel z. | on 
$. 8865. Sy Kmumlatıy ndL= zH at), 
fo wird 0 
Er. m n me tmrmx dL p 2 BE 
dx ı rım@ x(a+x) iz: tig 
‚alte wird. der Goefficient von zydx feyn: 





- tr . 


„.tL____ KH p» * me 
x? (a + x)? aan. ar x? 
m tne 
1 — —— 


x (a + 3) + —— (@ + 8 * 2) * ac +", 
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oder ' 

(am — u — 1) my. ns — u» „ y(an—y— 2) 
F * + — * HH 
4 2Cxꝰ 2m (“+ x x), 
woben es gut ſeyn wird, folgende Fälle zu Bemerfen:f: 

IJ. Sey m — 1 und J fo erhaͤlt — y d x ben 
ficienten 






e? + 4C 649 »—*. 
22282 —— 
hieraus ergibt ſich die Gleichung | 
day ,. e +1, 
el) —— N 
J ** —* 226 24 — 
6 | Fzary IE +2) re 
und wenn diefe mit 


J — a 


multiplieirt wird, ſo erhaͤlt man das Integrale 
2,642 » [4y? 22! EL _ 
er rt) 


71 sy — —* Kar = 


I. Für m — und n=»-4 2 erhält ydx 3 
ficienten | | Zu 





ep (pe — ) 29 te +» +4C 0-2» 
3x? + sx(a+x) + ar 
Wird demnach die Gleihung 
a 2e + ı 39 + ı 
ur 4 kur Tas 
Eon. a2 Fe -Y+4C , 9» a —ı) 
ira in 








12 
multipliciet mit 


akt (a + Pr! [2 + iy(t + u) Zu 
fo findet man das Integrale 


2 „ti »tı [ 4? 281 Eu 
2x (a-+ x)’+ ia t 7 = +773 ——) 
2 fe aus +60 
+ 7) y2 + x(a+ 3) r )] = Const.. 
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I. Symenmdn=»H ı, ſo 'wird der Coeffteſent von 
=ydx folgender ſeyn: 


ee=N ,eo+ WREETTH 
221* — a(a + x)?‘ 
Wird alfo die Gleichung 


-y —4) 
x + ar(t + a-+ ) | 
+ iydx — et] 
x(a-+ x) L x)? 
multiplicirt durch r * 


* @+ x)’ r? dy +: + 
fo ergibt fich als Integrale [2 6 "ar —)] 


ar ar EHE +2 =) 
+ — (+ z erst 5 — = = Const, 
Zuſatz 


F. 886. Es ſey im erſten —* v=.2 und C = — ip ‚fo 
erhält man die Gleichung 


Zz+ Varerdxg, „etnyd 





=0o 





| x(a+x) x(a+ 2) = 
und wenn diefe durch u Ä 
| d 
re (+ er) 
: maltiplicirt wird, fo ‚ergibt fi) das Integrale 
2 3 2 |‘ pga+(e >2)x ydy 
2x0+ @-+2) 1 + Tarı . (@+ 2) Kl re | | 
r 1 
rate" — 


| Zufag 2 
$..887. Wird im dritten Sale aa und 40. — 12 ge 
ſeßt, ſo erhaͤlt man die Gleichung 
22 ( 43) x 9-+ı) ydx 
+ dy.: ıa@+2) Zu (+2 
d. diefe Gleichung gibt, durch 


04 [I +:r(: +] 


== 0, 


— 10 — 
multiplieirt, das Smwarale j 
ray + lCH+) 


** tem) = ‚Con 


Beyfpiele. | 

888. Sey K=x —J und Laster, l 
wird "dk "anx dL  g Fr 
Kdx * 7 24 a? 12 und Ldx —; + are 

und die Differengiatgteihung des zweyten Grade 
wird die Form erhalten: 














* 








m 2x (a —1—2) 
—I ya (+ Liyax Eon e—n 


| +2, 3x2? 
2 ME HB (m—p41)-) a (an-—a)a2, , 26x" =. 
+ a? + x? + 23n—29 Er 


— + 
Wird diefe Gleichung mit | 


a [ud „7 + (4 | Her. 
multipliciet 1 ſo findet man dann das — 











— — dy2 d 39x Bu 

ee) 
22 J TE EN joe = 

+ 7° (€ +} are) + er] led 


(a +-3°). 
Entwickeln wit bier nun jene Fälle, in welchen die Differenji 
Fra des zweyten Grades folgende Form erhält: 


retten) 
l. Man nehme a=m und v==n, fo wird 0. | 
D=.aC0; E=:m(m—.); F= an(m-Lı) und G= an (u) 
I. Man nehme p=m— ı undv=n, fo wid 
D=0;E=20-: (m—ı)%; F=2n(m--ı) und G=2n — R 
III. Man ſetze „=m— ı und 2n - 2 - 1 oder smntiz 
fo wird das letzte Glied 


26a +22) _ 20 R = ; folglich 


x? 


8 








m 109 — 
= al; B=aor4: =(m— 1); F=s(m+n at); 
Ä 2(an-t ı)(an— 5). 
IV. si. und a2 — 99 = 1, odtv=n—: wird das 
‚te Glied 





ar rY und Daher 


)=0.E=; ‚m(m—2); F=aC+sma+20—1; 
- G=:(an—ı) (2n —3). 


V. Dan ſetze J und v=n—!t, fo wird das Ispte 
ed : nz 20 — —* Zr und daher 


=30; E=:!(m-ı)(m—3); F = Cr + nat): 
G=:(an—ı)(2n —3). 
vi. Sey a=m—ı und v—=n—:, fo wird das lehte Glied 
20 20 20 


— ann ehe’ und dehen wird 


© 
=0; E=—+:!a-ı); 
 c= :(an—1)(an— 3); 
VII. Sey ent und 20 — 2»=2, oder v=n—ı, fo 
d das lepte Glied — — e— er ‚, und demnach 
20; E=:(mLı)(m—3); F=2n(m-+ı); G=aCta(n—), 
VII Man fege p=m-t2 ud v„—=n—ı, fo wird dad Icpte 








2020 20 a2 2022 * 
ed — er = 20 — — — 5 und daher 


220; E=:!(m-+a)(m—4); | =—2Ca’-amn-+2n-a “ 
und G=— 2Ca + 2(n—ı)%, 


IX. Man nehme „=m und v=n—-ı, fo wird das letzte Glied 

ar TH | und demnach | 

)=0; Burma F=- 7 + smn -2n—3 
und G =: 4 a 1)*. 


X Syp=m—ı und»=n—ı, fo wird daB letzte Glied 


20 20 40 20 
2a) am. alla) t 
nd demnach | 


- m 110 ⸗ 
















© + amn-Fan—i; 





. C .;: 
D=o; = +:@a-ı); F 
| ‘= + s(n—ı)®. 


aufgabe ııı. 
6. 889. Man beftimme das vollfiändige Sntegrei 
folgender Differensielgteihnng des zweyten Gradet 
2 2 / 
+ 2 2}: (d.:n ar tt 
—8 das Element dx conſtant genommen if, und 
die Größen K und L beliebige Functionen von x 'be 
zeihnen. 


Auflöfung. 
Fo diefe Gleichung integrabel wird, wenn man fie Bund 


= 2 24 I) multiplicirt, fo iſt, wie wir oben gefehen habe 


ihr vollftändiges Integrale 
H2 day. ydL 
ii ir aldxı 4 ] Cont.,., | 
welche Differenzialgleihung des erften Grades noch einmahl integri 
werden muß. Da aber dieß wegen der unbeftimmten Conflanten du 
ſchwierig ift, fo werden wir diefe außer Acht Iaffen, und zuerft wenig 


ſtens ein partikulares Integral aufſuchen. Ziehen wir alſo aus der 
Gleichung 





dy ydLl 
(2 +35) +7 = o 
die Auadratwurzel aus, fo erhalten wir 
dy | 


ydL Ly j dy dL  Ldx ‚ 
ı ta = u V° oder tr7= K V-—C, 


daher wird 





—— vo: 
yVL=ae * 


Da alfo der vorgelegten Sifernagteihun deö zweyten Gr 
des die zwey Werthe 


Lax — 


x rt PB —* 
yaye und Jy=7,® 


Benüge Teiften, fo werden beyde auch in Verbindung derfelben entfpres 


. 


Ld 
— vv 


zum 111 (mie 


hen, und weil durch dieſe zwey willfürliche Conſtanten eingeführt wer: 
ben, fo ift das geſachte vollſtaͤndige Integrale 


@ — u Hr la dl 
vi . 


Jr '® 


welcher Ausdruck gültig ift, wenn Y—-C eine reelle Größe bezeichnet; 
iſt aber V⸗ c maginar/ ſo wird 


=, sin. [feevo+:]. 


und fo wird dad vollftändige Integrale der vorgelegten Differenzials 
Bleichung des zweyten Grades erhalten. " 


Zufaß ı 
$. 8go. Wir können alfo von der Differenzialgleihung des erften 
Grades 





dy ydL CL?2y? AL 
5* ir) + RB m’ 


wide an ſi ich ſchwierig genug iſt, das st angeben, denn diefed ift 


a Sav= 
= = vL e + -- Fe 4 


wenn nur die erforderliche Beziehung der Conſtanten a und ß in Bezug 
af. die Eonfante A beftimmt wird. 


Zuſatz =. 
$. 891. Multiplicirt man mit VL und et fo erhält man 


Ldx 
dL Ld 
avi + De it ya. JE J 
| Ld lv 
vr. , 














— Ldx 
ydL V—CL — — - 1 ——vV-C6 
ld —E —* Ber © 
er wird — 
LÄX — Lds „__ 
Far (ae ã —E Be YO), 
I dx dz — 
CL — — v5 
+5 ( 3 +8 u 7, 
A 





folglih A 4Caß ver B= 70 





\ 
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Anmerfung ı. 
$. 89a. Obgleich wir alfo die vorgelegte Gleichung mit Huͤlfe es 
ned ſchicklichen Multiplicators integriren fonnten, fo fchien denn dd | 
bie zweyte Integration ſehr großen Schwierigkeiten zu unterliegen; in 
zwifchen ift doch jene Differenzialgleichung des erſten Grades De us 


ftitution leicht zu behandeln, denn wird y * = alfo dyYL +% 
gefest, fo erhält man 


u (=) +2 =-5, und daher 


dz L n dz _.Ldx 
di *5 A —Cz oder Vicn Kr 





und die Integration diefer Gleichung gibt: 

1[2VC + Va—Ca] = [| "A V-6 ri. 
woraus das vorhergehende Integrale gefunden wird. rien IR } 
ſich die Form unferer Differenzialgleichung deö zweyten Grades biEwk 
Ien bequemer auf folgende Art darfiellen: Wenn P und R befichigg 


Sunctionen von x bezeichnen, und man betrachtet das Elgment dx ı 
eonftant, fo er der es 
a? R? 


Zu ap dAPdR u: 
27-4 (S+T)- (. 3*. 28) | 
wenn fie zweymahl integriet wird, das voAftändige Integrale: " 
—J — Rdr 

y= aPe "+ BPe: 7 F ’ 

wenn a eine reelle Größe bezeichnet. Sft aber a=o, fo wird 
y=P «+2/ 7) und won aꝛ — — or ift, fo wird 


yssaPsin, GIE: 


Dann aber wird jene Gleichung integrabel gemacht, wenn an fie mi 
dp ui: * 4J 
57 dy — 2) multiplicirt, und das erſte Integrale wird feyng 
1 y ap\? an? R? i 7 
AF [ (ar — ) — — y? ax ] e= Const, _ 
Dan fi ieht demnad) ein, daß man F jener Differenzialgleichung 

des zweyten Grades die Subſtitution y= Pz bequem anwenden konne⸗ 

denn dadurch geht die genannte Gleichung über in 
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ap 7) a?R?- 


dz + dz For 52 sd = o, 


N 





che Gleichung durch 


$t man ;> S, alfo 


na - 7 — multiplieirt, für ſich integrabel wird, 


2 432 
— = 0, 








Jibt der Muftiplicator > — Rſogar gleich das Integral⸗ 


a 


Eu — a? 2 == Const. 


Anmerfung 2 
. 893. Umgekehrt hätten wir alſo aus dieſer einfachften Ferm 
S:dız + SdSdz — azdı? = o, 
Ihe Gleichung durch die Multiplication mit dz integrabel gemacht 
td, noch zufammengefegtere Formeln ableiten fönnen, und. zwar | 


ter der Annahme z =3 und 8 =2. Bey allgemeinen Formen 
ıchtet diefe Ableitung zwar deutlich genug ein, allein bey beflimmten 
pfpielen ift diefelbe gewöhnlich ‘zu fehr verftecft, als daß man fo Leicht. 
rauf: verfallen könnte. So verhält ſich dieß in den ſ. 888 entwickel⸗ 
ı Sällen, wenn wir in Nro, IX m=2 und C=(n— ı)! at feben, 
ın dann wird D=o, E=o, F=2n an, G=o, und man 
haͤlt daher die Gleichung 

5 n(n+ı)ydx 
| + aer(! + 47% an >09 oder - 


adsdy[a°-+(n-+ı)x2] n(n+ı)ydı 


dy + — Oper m 
Ihe mit Hülfe des Multiplicators 
2 nt Ar y(a2{-n.z?) 
Care 2124 En Beeren 
egrabel gemacht wird, denn das Sntegrale ift 
2 stı] fr Terre) (n— a2 J. 
?(a2-1-x2)nt (+ — a)  — (aus == Const. 
Ein pareieetid Integrale bietet ung alfo folgende Gleichung dar: 





= (@—ı)ıdı _ (n—ı)Jadıyı __ 
Heer an 


eu Integrafresnung. IL 8». 0 8 


l 


114, em 


‚und hieraus ergibt ſich | 


xy(e? 4) a er = ae 


Durch die Verbindung diefer beyden partieulären Sntgei F 
hält man ei die Gleichung 


| (a —ıy-i)at: +7 P (“+ Ve f 


als voDänbiges Ontegrale. In diefem Falle aber Fönnen wir unfere 
Gleichung auf die einfachfle Form gurüdführen durch die Subftitutien 














„= - (a? + x?) ? , welche fich aber nicht fo leicht erfennen und 
auffinden laͤßt. | 


Aufgabe = 

5.894. Die Bedingungen aufzufinden, unter wii 
hen, wenn man das Element dx ald unverdnderli 
betrachtet, die Differenzialgleihung des zweyten 


Grades 
d’y 4 Pdxdy + Qydı mo | E 
integrabel wird, und zwar mit Hülfe des Multipli 


eato r 8 
ydız 


— J 
wobey die Größen L,M, N, Pund Q Bunctionen vom: 
x bezeichnen. 


Auflsſung. 
Man gebe dem Nenner dieſes Bruches die Form 

(dy + Rydx)(dy + Sydx), | 
fo wird man bey einiger Aufmerffamfeit einfehen, daß dad Integr 
folgende Geftalt erhalten werde: . h 

V + 1 Const., s 
deſſen Differenziale alſo die vorgelegte Gleichung geben muß. Man * 
haͤlt aber durch Differenziation 
av4 ———— 
(dy + Rydx) (dy-+Syds) - 


— 4115 — 


| Ps wenn man den gangen Auddrud auf einen gemeinſchafilichen 

Nenner reducirt: 

(S—R)ydxd?y + (R-S)dzd y2+ ydxdy(dR—dS) + yrds2(SER—RÄS) 
+ dVdy2 + (R+S)ydıdydV -RSyddyY—% 

Man fege d V (8 -R) dx, damit die Gleichung durch y theil⸗ 

bar werde, ſo erhaͤlt man die Gleichung: 

G-R) ay + dy(AR— As + ydx(SdIR— RAS) - 
+ @—R)dxdy + RS(S—R) rar} = 

und bamit diefe Form mit der vorgelegten Gleichung übereinjlimme, muß 

P= (RS) + — Ba md Q=RS —— rn 


werden. Haben nun die Zunctionen P und Q diefe Werthe, fo wird 
Ä die Gleichung | J 
@y + Pdxdy + Qydx? = o, 
(S—R)ydx 
waden man fe mit (dy + Rydx)(dy + $ydx) 
folgendes Integrale geben: 
| OSS—R)dx > I SIHAVIr _ Conar. ze 
| "dy+ Sydı * 
Setzen wir S=M-+N ud R=M-—-N, fo en 


multiplicirt hat, 


d N MdN 
Po aM — —— und ge Nn4z — The 


ie 3 u f Q tz 1. 
6. 895. Welche Functionen von x man alfo auch fürrM um N 
annehmen, und daraud 


dN dM MdN 
P=2M — 77 und Q=M—N- 


dx Ndx 
beſtimmen mag, fo wird der Gleichung ot Ä 
— #7 + Päxdy + Qyir=o 


immer daB: Sintegrale a Hra 
y+- (M—N)ydx 
| a/Ndx +13, I MINydx 
entiprechen. 


== Const,. 


Bufag = 

$. 8096. Seht man ys=e/ıd, fo erhält man folgende Diferen⸗ 
algleichung des erſten Grades: 

dz Pdx + Qdx = 0, 


z u 


— | 110: —— 
und dad Integrale derfelben wird feyn: | 
| ayNdäx ti HE M-N _ Const. J 


z + (MN) 

3 u f ag 3. 
F. 897. Wenn P=o feyn, und die Gleichung Die Form 
dy-+-Qydxr?==o haben folte, fo muß man aM = Sir —— fegen 


dM 


und dann wird Q = -— — M*— N?, bie teen —* 


gleichung aber wird ſeyn 1 Mmya 
dy — x 
a/Ndx ui dr +4 myd =. Const, 
3ufaß 4 
$. 898. Im Allgemeinen aber wird man, je nachdem bie con 
ſtante entweder = + co oder = — oo gefeßt wird, das partieulaͤre 


vi 


Sintegrale dy — (M-+ N)ydx = o.oder dy + Nydı=0 


erhalten, und daher ift entweder 
ysae/MiNd: Wr y— Be-/m— mar, 
woraus fi) folgendes vollftändige Integrale unferer Gleichung ergit: 
y= e-/Mis(ze-/Nds 1 Be/Ndr), Ä 


Beyfpiel 1, 


g 899. Sey M=a und N=ß, fo wird P=aa und 


Qzma— Pr; daher entfpriht der Gleichung 
d?y + aadxdy 4 (a? — PB?) ydx? = o 
als Integrale der Ausdrud 
jdy r@ )ydx 
Er erdyas 
in endlichen Größen ausgedrüdt ergibt fich aber das 
vollfändige Integrale 
y el (AePx 4 BeP%). 
Sin dem Falle aber, wo t=—y: ill, gibt die Gleichung 
d’y + 2adxdy + (@-+yY)ydr = 0 
nad) zweymahliger Integration 


— Ae@%X sin, Yx+ 60); 


== .Const.; 


Iaber yo, fo entfpricht der Gleichung 
u d2y - aadxdy + @ydx = o we 


Integrale - | 
y=eT**(A + Bx) 


Bepſpiel 2. 
$ 900. Sey “=: und. N == ßx", fo wird P=-— 


zentſpricht alfo der Gleichung 
J— ———— Er —S —— 


—————— 
[8 “i. Integrale die Formel 


31 xıdy + (a— Bıeti)ydx 
re TISayHa@rßernyar 
6 —* Integrate aber 





— Const, ; 








__ Betr —* 
yexr alle a+ı Bett’), 
id für p=o wird diefes | erze 
yazTddatBatı, BE 
r 62 —y? aber findet krapı | 
AxT“ ntı 
= x sin. (27 wer x +). 
"Bufeas 1. ot 


$. 9. Seht man n= 2a, dainit man die Gleichung | 
ar sernyam a Bixlayar — o u 


halte, ſo wird das veRfändige Integrale derfelben feyn: - 
— zatı : PB, „satı. 
yaxr- after! Beet. Yo 
e ß=o aber wird man — Beet) erhalten ‚und 
m t=—y? ift, fo findet man das Integrale 


y = Art sin (on Fi wett 4 c) 





— 4/8 —— 


Zuſatz s. 
. 902. Sehen wir a= — ı, damit. wir die Steigung 
—— = o erhalten, fo iſt das Integrale derſelben 
A 
12 x (ae +Be *), 
wobey zu bemerken iſt, daß für 82 = — y? das Integrals 


1 Ara (240) ⏑ ⏑—— 


ey 


Bventpiets. ee 


dN. m Bay 
$. 903. Man fepe Near ur alſo Tee = EEE 


Bam 8 
ax 3(@a+Pxe) 
—m Bn(n— ı)xm— : Ben?xan—s .. 

lern 2(2 + ır) + 
u Bmnzın _ Prnıure 
ge N sap) — 4a + Br) 
on BE Ayım 
oder . - Ä ——— 
—m(m-+ 2) n(m—n-Lı) Bxr—: E?n? m — (Aryım 
Gere 7 4arpuy ' 
fo wird, weil /JMdx=:I1N ift, 


unb nehme Ma 


yo I Ce-æa⸗ 4 Destiny 
das Integrale 9 von der Gleichung 
| ay -Qydr=o 
Der Ausdrud für den Werth von Q läßt ſich nad) mehreren Me: 


thoden einfacher darftellen, wenn nur der Zähler des Icpten Theiles 
durch («+ Bx°) theilbar wird. · 


I. Sey m=n-—ı und Ar—=:ß:n?, fo iz 
dann aber wird N 





+P 
alfo entfpricht ber Oleihung 
. d’y _ ehr 


| KW) 


N — sen = — und ‚Ndx = z1(@ + Bar), 


= 0 


amt. 
/ 


———’alfoP=o und ; :. 


ICH DI an 


: mu= 110 öä— 


8 Integrale 
Ds +Dpn) 
IL Sey am=— 2 oder m=— ı und Ara? n?, fp wird 0 
tt _ n? 8 xe -⸗ Bn?xn— — nꝰ x5-⸗ 
NT gern er 
Q0= —, wie vorhin. | u 
4x? 
—* 


AII. Sey em==—n—2 oder ma — = un ST 
wird 


_ + (Be — aßını Helm) 
162 ° Ala+ Bw) ABl tee) 
4—n3 n? (as-a—ı —_ aßı— — ae) ‘ 
a Q 757 6x2 + — 4Bla + zn) - | Duurusr 
ſcher Ausdruck übergeht in 


4—n? 4902 nie .; 
RE — Tor + a — 28x) = "To + ABanta” ., 
Da nun 


ſo wird va⸗ 222 


6 3 | 
Man nehme ferner n=:, ‚alle m=a-—37 .g= = RN 
0 


& A . 
u a Va x. aY—a dx \ 
. dı— — 3 


findet man auf biefe Art fir. bie Gleichung d’y 4. X 














9Px’ 
N Sntegrale 


J5 — * (Ger/Fdx 4 Demmin. 

Wird aber n=—;, alfo m —: und Q Ze ze 
ſudet man | J 

| J „5 


nn. ZaVIe _ 
a I und 
aypx 3 


Nix av fir Ze 
svR ax + Br BvR az ++ 8 





⸗) 
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auf- chaliche Art integrirt. 


Anmerkung 1. 
F. 904. Wir konnten alſo die Gleichung dy--Axm van =0 


in den Sällen integtiren, w m=o, m=—4, n=—!, n=—! 


md m=—2, ode m=—2+:,m=—.F3 iſt. Segen ! wir 
A 
weiter N — ‚ fo werden 'wit bie Integration jene 


Gleichung auch in den Faͤllen ausführen innen; wenn m——s +5 

ift, und in weldjen auch die Differenzialgleichung des erſten Rebe, b 
dz + 2dx + Axwde= 0 

die Integration zulaͤßt. Allein dieſe Aufſuchung der integrablet Sale, 

ift viel zu mühſam, als daß wir Länger dabey verweilen wollten, befone 

ders da wir weiter unten eine Methode Fennen lernen werden, nad- 

welcher fich alle diefe Entwicklungen leichter ausfuͤhren laſſen. 


Anmerkung 2. 


(. 905. Es laͤßt ſich aus dem bereits Geſagten ſchließen, wel⸗ 
chen graßen Nutzen man von der Auffindung der Multiplicatoren, durch 
welche auch die Differenzialgleichurgen des zweyten Grades integra 
gemacht werden, erwarten fönne „ obgleich die hier behandelten Bey 
fpiele über diefe Methode nur wenig Licht verbreiten. Wir haben aber! 
bier wenigftens einige Formen der Multiplicatoren betrachtet, und 
iſt wohl ‚nicht zu zweifeln, daß wir auch andere Formen mit. gfeicheieh 
Erfolge hätten gebrauchen Fönnen. In diefen Kapitel haben wir: fepr 
ner nur folche Differenzialgleichungen des zweyten Grades betrachtet, 
in welchen die eine Veränderlihe y mit ihren Differenzialien Ay und 
d? y durchaus nur eine Dimenfion hat. Allein diefe Methode Fann auchs 
auf andere Gattungen folder Bleihungen ausgedehnt werden, 'und 
obgleich fie bisher nur wenig ausgebildet wurde, fo werden wir fie den⸗ 
noch benützen konnen bey der folgenden Anwendung, wo wir andere 
Differenzialgleichungen des zweyten Grades mit Hülfe der Multiplica⸗ 
toren integriren lehren werden, deren Behandlung nach andern Me⸗ 


thoden ſehr ſchwierig zu ſeyn ſcheint. 
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Kapitel VI. 


on der Integration anderer Differenzialgleicjungen des ine 
ten Grades mittelft ſchicklicher Factoren. | 


| Aufgab e 113 
$. 906. &.... Multipticatot zu finden, dutch 
dan die Sleichung 
Aydın 
I HER ITTIHH FEN 
bey das Element dx sonftant gefegt ift, —** 
macht wird. 
Auflö fu n 9. 

„Man verſuche einen Multipficator von der Form 2Pdy 4 —* 
bey P und ꝙ Functionen von x ſeyn ſollen, und nehme an, daß 
8 Product 
2 | sAydız(Pdy + Qydn) zu 

@y(Pdy + Qyde) + By +C+2Dxr +Er) — 
gendes Integrale habe: 

Pdy* + aQydxdy -- Vd = Const dx?, 
V eine Bunction der Veränderlichen x und y bezeichnen fol, fo er⸗ 
ſt man durch Sleichftellung diefer Werthe 
dPdy”2_ -+aydıdQdy aAydız(Pdy + Qydy) zo 
sQdxdy2+ ds:dV — By? +C+ aDx + Ex?)2. Du 
waus fich der Werth von V durch Integration nur dann beftimmen 
kt, wenn dP--2aQdx= o ift, und dann erhält man . 
__ Ay(aPdy — ydP) dQ 

VS ETC H aD IT 

Das Integrale diefer Bormel, wenn diefe anders die Integration 
ft, wird wegen der Veränderlichfeit von y feyn: 

— AP „ dQ _ 
BERFCHaDs FEN "Ir mn 

Wird alfo y conftant genommen, fo muß 

-AdP(By2 +C-+-2Dsr Ex?) #aAPdx(D--Ex) ,„ 2Q__ 
BB? +C+aDr + En; I TF 


u 


— Ay:dP 
— By Cr :3Dı FEn)% ſeyn, 


— 122 ee 
welcher Gleichung Genuͤge gefchieht, wenn 
—- =o und —dP(C+2Dx+Ex) + 2Pdx(D-+-Ex) =; | 
gefebt wird; und num muß man unterfuchen, ob diefe beyden Bedingu; 
gen zugleich beftehen Fönnen. Die Ießtere aber gibt: 









dP sDdx--2Exdx 
TF — 
alſo wird J a F “ 





‚ und daher P=C+s2Dxr-+Er, 


Der gefuchte Multiplicator ift demnach: 
 ady(C+2Dx-+- Ex) — aydı (D +Ex), 
| and bieraus ergibt ſich das Integrale: 


* (C++ 2Dx +Er) - OEn— 


| ACtaDe-+ Em 5 
J Cem 


oder,. wenn man begberfeits 2 — addirt: - 


d 
TaC+2Dr+E ) rm (D-+ Er) 

Ay? " — 

* rer = 

Zuſatz ı | au 

g.. 907. Es wird demnach die Gleichung dey + — * 

wo A=a, B=ı, Co, D=o md E=ı iſt, durch den 


tiplicator ax® dy — ayxdx integrabel gemacht, und das Integrale 
ſelbſt iſt: 





x2d dp? 


—— y 
de +, + = x = b?. 


”+x 
Zuſas 2 . | 
$. 908. Setzt man bier y=ux, fo erhalten wir, & 

dy = udx +4 xdu if: | 

aussdu , du a? u? *J | 
"ut + ‚dx + ae (dx? + 7% ı+W = bi J 
auxsdu | 


dx 








+ x’ 


3 
e 
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lu be -4( —- a42) u⸗ fo 4: dx duVıtw _ 
— ı + u?’ a x = + (b? —.a*) aa] 


jlich wird fowohl x als y durch u beflimmt. 


Zuſatz 3. 
F. 909. Auf ähnliche Art Täßt fich auch die Integration im Auge⸗ 
nen ausführen, denn es ſey Kürze halber 


> + aDx + Ex: = Bz?, ſo wird D+EK=TZ, 

unſere Gleichung geht über in 
Bz*’dy*® aByzdyde RK 
a LE ta u 

r, wenn y=uz gefegt wird, in. 
Bz!du® Bu’z’de® Aut HK 


— —— — ch * 5* BB"! 








Es iſt aber ui an _ E +2 R und daher erhaͤlt man 


—W CE — D: K H—A)u® ° 
"ar + — — * = om. oder 
B?z4 du® _ K+K&—A+D’— CEu’ + (D’ — CEu! 
"ax * nat ut 
daß nach Herſtellung des Werthes von z gefunden wird 
dx duVYiru u’ u 


FsDı tEr — vir+K— —A-+D:— CE)u! +0’ -CHuN’ | 
wird x durch u beſtimmt, und daher auch 
VA. en) 


yzuz =u 


An mer fung. 
§. q10. Man kennt demnach die Subſtitution, durch weiche ſo⸗ 
ft die vorgelegte Differenzialgleihung des zweyten Grades, ald auch 
?Multiplicator auf eine boquemere Form gebracht werden muß; denn 
man Kürze halber C2 Dx--Ex? = Bz?, fo wird unfere Gleis 


jung dry I — 0 durch Hälfe der Subftitution y=uz 
kandformirt in . 


| 2d’u + adzdu + ud’z Fpsorey 


j Audy? = o, Per Ts 


— 4124 — 


welcher Gleichung der Multiplicator 
| aB(a’dy — yzdz) oder aBz’du, 








Ä d E : 
ober ſchlechtweg 2° du zufömmt. Da aber dz= STH 2 
fo wird 

at _ axduD+En _ Ed’ _ dx°(D-LEy!: 


Bz B "Bz B’83 - 
' (CE—D’)dx’ 
m ger en 
CE.— D® 


fo. daß * dz= . X 2, und daher erhält unfere rei 


wenn fi ie durch 2° du multiplieirt ih folgende Form: 
2 dudeu 4 a2’dzdu: 4 —_— = —D' ada dx? top” 
welche 0 enbar integrabel it denn man erhäft daß. Integrale 
CE—D?° . Adı? 
ja reg. die mweyr Integration wird, weil 2 eine Function von x fl 
bald in die Augen fallen, da 
zdu= ds Y/ V Leone +2 u? + Bor a] ' 


woben fi ich die Abſonderung der GBeränberticen u und x von felbft das 
biethet. Übrigens bemerfe man bier, daß die für z ie man 
tion der Gleichung z?d?z = adx? Genüge leifte, obgleid man 

Relation berfelben nicht Fennt. Multiplicirt man aber dieſe Gleichen 


aadx?dz 


durch >=, fo erhält man adadez = , und das Jur 
grale hiervon iſt 


* 





adx? 2dz 
dz = Bdx? — — oder dx cr 


Daher wird ferner 2 
Prtr=vBa a, fiiglig Ar = rrtaprHer 
welches unſere Form ſelbſt iſt. 


Aufgabe 114,. | 

$. gıı. Man nehme das Element dx conflant, un 
fuche eine allgemeinere Form der Differenzialgle 
chungen des zweyten Grades, welchen der Multiplicı 


— 125 SEREBEB- 


vr. Mydx + Ndy den Charakter der Intestabilitat 
tleibt. 
Auflöſung. 
Weil: ſich der Multiplicator mit Huͤlfe der Subſtitution 1* Ru 
f die einfachſte Form Sdu bringen Täßt, fo nimmt durch eben diefe 
nbſtitution die Differenzialgleichung des zweyten Grades ſolgende 
cm am: 


du + Pdxdu-r —* = 0. 





Das lehte Glied dieſer Gleichung wird nach Multiplication mit 
la für ſich integrabel „wenn U irgend eine Function von u bezeich⸗ 
tr während R, S und P Functionen von x fi ind. Da Ds die 


sihung 
Sdud?u + PSaxdw + Udrrdu. =o 


egrabel ſeyn muß, ſo nehme man an, das Integrale ſey 
8dur 4 dr /Udu = ıCdx, dann muß 
1dSdu = PSdxdw oder Pdr= 


I Demnad) wird die allgemeine Formel 


dSdu Udx? 
dꝛ — 
—6 deu + — * 4 0 


der Multiplication mit Sdu folgendes Integrale geben: 
\ ‚Saw = dx (C— 2/Udu), 
h die wiederholte Integration gibt | 


. /3 - (u R . 
y f 


Da nun diefe Sntegralien befannt find, fo wollen wir u = 5 
‚ und auf mehr verwidelte Formen zurücgehen, fo daß jegt 
Funct, ? wird. Nun ift aber 


B 
dy ydR 2 dy adRdy Er rim 
— — B RR und d?u an nn. + — - 


verwandelt ſich unſere Gleichung in | | 
f * 
d’y adRdy yd?R aydR? Udx 
RB R? R2 + B> + 8 = 0 
asdy _ ydRds 
+ aRS aR:S ’ 
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und viefe leihns wird durch den gactor S, Ady- — yanı in 
grabel gemacht. Um und aljo der oben vorgelegten Form zu ne 
ſeben wir 8* —4RBa, fo wird die Gleichung | 


&y __yPR Ude 
AIT R a Ra 


durch Multiplication mit aR?® (Rdy— ydR) integral, ‚ gemai 
oder ed wird die Gleichung 


" Rdey—yüary on = 


durch Multipfication mit Rdy — ydR integrabel. Um nun bie g 
thode , das Integral zu finden, noch ſchwieriger zu machen, fege m 


f (7 ) == - + V, wo V eine homogene Function, keiner Dim 
alſo 


* 0 





fion von y —* ſeyn ſoll, und nehme yd’R = * 


Rdy + sn =o oder day — NIX 


welche Steigung durch den Prultiplicafor R(Rdy— yäR) integ 
bel gemacht wird. Da aber an — 24 Siſt, fo wird, wie wir d 


gefeben haben R= Vla--aßx + 5 alſo erhalten wir, wi 
V eine homogene Bunction feiner Dimenfion von y, und | Ä 
R= V(a--2ßx+yx?) 
fon fol, die mit Hülfe des Multiplicators 
(e + 2ßx +ye)dy — (+ Y%) vi 
integrable Gleichung 








—_— ! 





d?y + — — 2 0. 

E 28x + yR) 
Zuſatz ı. | J 
$- 912. Wird aber R= Va -+2Bx + yx) geſetzt, ſo m 
anfere Gleichung nad) Multiplication mit Re dy — RydR feyn: 
Vdx2(Rdy— ydR) 


R:dyd?2y — RydRd’y + As 


und dad Integrale hievon Mt: 
=R?:dy? — RydRdy + /rdy (RER-+ un) 
+ dr /Vdi= == Const.d 


= 05, 


zum 127 m 


[4 
[ 


xobey | Ku 
RER -- dR=d.RdR=d. (B--yx)dx = ydx, 
md daher ift das Integrale | 
RBdy? — aRydRdy-Hyy!dxr-ha dx:yvd.l = Const, dx?, 
| 3 uf ab %& | 

$. 913. Weil V eine Zunction von a, fo ift da8 Integrale der 
Sormel /Vd. z befannt. Zür die letztere Integration aber wird 
Ban, wenn y== Ru und /Vdu=U gefeßt wird, erhalten: - 
—* — R:u?dR? + yRtu?dr? + 2Udr — Gdxt, 
wer 


und daher 


du 
FR + "re G—- 3:30 + (fl —ay a2)’ ferner 
7 y = uyla + aß x5). 


Anmerkunng. 


$ 914. Diefe Gleichung äry + = 0, bey welcher 
= Vla +aßx + yx?) ift, hat demnach eine weit größere Aud« 
nung als jene, welche. wir im vorhergehenden Probleme behandelt 
n, weil man bier für V eine beliebige homogene Function, feiner 
AR>’y 

(in y? —— R?)2 
etzt, fo koͤmmt die oben behandelte Gleichung zum Vorfchein. Übri⸗ 
8 geht aus der Methode, nach welcher wir jene Gleichung entwickelt 
en „hervor, daß fie durch Reſtriction auf diefe entwidelte Form ge⸗ 

worden fen, weil die Gleichung, aus welcher ſie entſtanden iſt, 
heui 

Röy— y&R-ı+ I A 9 


ffenbar die Integration zulaͤßt, ſo bald ſie durch * y—ydR mul 
blicirt wird; Denn es iſt 
Räday — ydR=d. war — - ydR) und 


Rdy—ydR a 


Rrdu: = de: Is — 20 + — ay) u], 







imenfion von y und B nehmen fann, denn wird V — 


128 — 


und daher erhalten wir nach verrichteter Multiplication: 21 


(Rdy—ydR)d: Gay - vam + art ) 2- 32, 


bey welcher Gleichung jedes Glied für fi fi ch integrabel iſt. Bey der du⸗ 
aus entwickelten Gleichung aber iſt die Integrabilität ſchon weniger ein⸗ 
leuchtend, bey den folgenden Gleichungen iſt die Integratien noch weh 
veritedter. 


4 


Aufgabe! 115. 


g. 915, Don betrahte das Element dx als com 
kant, und beſtimme das Integrale der Gleichung . 


„#y+-ydP HArdtmo, | 
mit Hülfe eines integrirenden Factoro. 4 
x uflöfung | 


Hier verfucht man den Multiplicator von der Form Ldy 4 Mir 
vergebens; man verfuche demnach einen Factor von der Form 


3Ldy? — 2Mdxdy + Ndx:, 
und febe das Integrale des Productes fey 
Ly?dy? + My?dxdy? + Ny?dx?dy + Vdx? = Cdx!. 
durch Differenziation dieſes Ausdrudes kommt man auf die Gleichung 
dx®dV = 3Lydy® + 2Mydxdy? --Nydx2dy? -- 2aAMxdx?dy--ANxdr 
— aLydy* — y?dxdy° ( + 3ALxdx?dy? — y?dx?dy en 


— y2dy* (5) — —RX — y?dx?dy? (=) j 
— y?:dxdy° (Z)- a8 räxay 


| —y’dxtdy? (2); 


fol nun diefe Formel die Integration zulajfen, fo müſſen die Glieder 
welche dy*, dys und dy? enthalten, verfchwinden; es ergibt fid 


d - N 
alfo zuerft Die Gleichung L — v( >) =0, wobey (7) durch 


Differenziation von L gefunden wird, wenn man x als conſtant bes 
trachten man 9° demnach x als eine unveränderliche Größe an, fo 


wird ° = = und daher L=yf(x). Laffen wir aber dieſe Zune: 


| — 129 — 
tion von x außer Acht, oder ſetzen wir fie der Einheit gleich, fo saß 
=y un. (=) = o wird, fo muß zweytens die Gleichung 


(7)= == o Statt finden. Segen wir alfo M=o, obgleih M eine 


Ä heliebige Bunetion von x bezeichnen Fann, fo werden wir dennoch) fehen, 
wie auf diefe Art die Rechnung durehgefüßrt werden könne. Drittens 
erhalten wir | r 

N 


— Ny+3Axy— y dy = 0, 


and wenn x alfo conflant genommen wird, fo wird 
3Axdy= Ndy-- ydN, 

und daher Ny=3Axy oder N=3Ax, wo wir wieder die Funcs 
tion von x vernachlaͤßigen, die für die Conftante’in der Nechnung ers 
_fheinen würde. Da wir alfo bisher L=y, M=o und N=3Ax 
E gefunden haben, fowird dV=—- 3Ay?dy-- 3A?x?dx, und weil 
. Yiefe Formel für fich integrabel ift, weil naͤmlich V=— Ay’ Arxs, 
ſo wird der Multiplicator, welcher unferer Gleihung die Integra« 
x bilität verfchafft, 3ydy? + 3A xdx? ſeyn, und wir erhalten für das 
petegrale des Productes Die Gleichung 
y d yꝰ + 3Axy’dx’dy — Aypdr + Arrdas = Cäxs, 
de wegen der Conftanten C da3 vollftändige Integrale darf, u 


3ufag 1. 









ey Factoren auflöfen. Setzt man die Formel 
2 — A=(2z—a) (2=ß) (a —y), fo daß 


eya,g=- TE yY und —VAa, 





findet man das Integrale 

d \ d BEN | 
—ay+ex) (I-Br+B x) (Zorrtrx =(, 
vbey | | 
«-ßt-y=0, aßtray + ßy=o md aßy=mı 
; denn wird IT — 2 gefept, fo erhält man die Formel 


2’ + 3Axyz — Ay 4 Ar, 
kuler's Integralrechnung. IL Bd. 9 


1.6 916. Das erſte Glied dieſes Integrals laͤßt ſich bequem in 


— 7150 m 


und betrachtet man z — p — q als einen Zactor derfelben, fo wird 
2 — 3pgz — pP — g=o, mw daher 


p=yvA und ga—ıya. . 


Zuſatz a 
$. 917. Seht man alſo die Conſtante C=o, fo- erhält man die. 
drey particulären Integralien 


ydy— 4ydx - axdx=o, 


2% 


und wenn man a mit B und y vertaufcht: | 
| ydy — Bydx +- Bxdx=o und 
ydy—yydx - yY’xdx=o. 








J 

Dieſe geben, wenn y = ux geſetzt wird, = —ude 
ieſe geden, y=ux gelegt wir Re 

‘und durd) Integration findet man ! 

| a 1 1% 

| Il = Vezarn Im 7° arc. tang.- + Const. 3 


Anmerkung 1. 


$. 918. Allein es ift fhwierig, die gefundene Differenzialglesz, 
Hung der erfien Ordnung von neuem zu integriren. Zwar kann fi. 
An 

durch bie Subſtitutien dJy=pdx und = ux, alfo et: 


von den Potenzen der Differenzialien befreyt werden, denn man finde | 
| x (up + 3A®wp — Au -A)=C, | 
u wenn man die Logarithmen nimmt und differenzirt, fo ergibt fig 


„ip (up? +A) + udu {up ->Ap— Au) 


“rn + J — Aus Aꝛ 






ori man —_ ftatt , ſo geht dieſe Gleichung über Mg 
du(ap A) FwW(p—u)dpup FA)=o, | 

und durch Divifion mit up? + A erfcheint die Gleichung 
Adu + updu - pudp — u’dp=o, 
welche durch die Subflitution p —= = etwas einfacher wird, man- 


haͤlt nämlich: 
Adu + qdq + qudu — wdg =0 


Obgleich aber diefer Gleichung für A = m? das particuläre 


— 


⸗ 
zn 15] m 


‚grale q == mu — m? ©eniige leiftet,, fo. foheint :e8 dennach kaum 
öglich zu ſeyn, hieraus das vollſtaͤndige Integrale zu finden, übri⸗ 
ens wird eben dieſe Gleichung zwiſchen p und u aus der vorgelegten 
Jifferenzialgleihung des s zweyten Grades unmittelbar gefunden, weil 
n derfelben die. beyden Veränderlichen. x und’ y-durchaus dieſelbe An- 
ahl von Dimenfiouen haben. Denn. wird. dyipdx und y=ux 
eſetzt, fo geht jene Sleihung über in +... 0... en: 
®xdp + up:dx „> Adx= o oder Ze- — 
veldyes die vorhergehende Gleichung felbft ſt. — 


Anmerfundg'n. 

G. 919. Inzwifchen kann dennoch die vorgelegte Gleichung voll: 
kändig integrirt werden, und daher auch jene Öleichungen, welche wir 
us ihr abgeleitet haben. Diefen Zivec erreicht. man 'aber. auf einem 
janz befonderen Wege, indem man jene Gleichung fogar in.eing Diffe⸗ 
enzialgleichung der dritten Ordnung transformirt.. . ‚Denn, da 

yd. * + Axdx=io 
ſt, ſo a man == = ar, und man erhält © a 


a, en 


yd. gu tArdımo, oder d. IL — 


ori man das Element dv conſtant, und differenzirt von 


kuem, fo findet man 
SI + Adrdiv=o per dyHAyde or 


elche or fo befhaffen ift, daß wenn ihr die ‚particulären Auflöfuns 
ny=P,y=0(,y-=R Oenige leiften, ihr auch die Gleichung. 
=DP--EQ + FR entſprechen muß. Nun geſchieht ihr aber 
enüge durch y — e⸗ av y wenn ®— A ift, weil alfo in demi Zus 
Ge 1 die drey Größen a, 3, y diefelbe Bedingung erfüllen, ſo er⸗ 
It man das vollftändige Integrale 


y= Dev + EePvı Fe 1, 


a 


. d?y 
bweil Ax — — = ift, fo wird 


— Dare — E ee PV — Fyre 7’ 
— 


x = 





g* 


"\ 
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oder wenn dje Conſtanten veraͤndert werden, wegen A=—a?=—ß? ie 
x = + Ae” 27 L Be Pr Ce I, 
| y = — YaeT?’ — BßeT Pr _ EyeT ?Y, 
Es ift alfo das vollftändige Integrale der Gleichung 
Adu -qudꝗq + qudu — wdg=o, . | 
in folgenden Sormeln enthalten: 
Aue ’_ Be Pr _ Sye 77 
1er?’ + Be P? + Ge 1” 
— + Spef’Y + aypeT?” 
ae’ + Be PV +e ———— J— 
'ydy 


weil gaspu= == —— iſt. Wir haben hier einen weeineh 


lichen Beweis einer —— welche ſich auf directem Wege tam 

wird ausfuͤhren laſſen. X 
Aufgabe ıı6. 

F. 920. Man nehme dad Element dx als sonfant.. - 

an, und befiimme einen integrirenden Factor für die. 


Gleichung 
aydy + y2dy 4 Xdx? = 0, 
bey welder X=a--ßx + yx? ſeyn foll. 
Auflöfung 
Die Multiplicatoren von der Form 
Ldy + Mdx. um Ldy® + Mdxdy 4 Ndx 
find hier nicht anwendbar ;. nehmen wir alfo einen Sactor von der Fo 
aLdy°’ 4 Mdx?dy 4 Ndx°, 

und ſetzen, das Integrale ſey | 

Ly’dy* + My’dx2dy? + aNy!dusdy + Sdxt = o, 
fo erhalten wir duiqh Differengiation diefer Sleicung: | 


und ri 


qg = 


7 





— 3Ly?dy5+- 2LXdx?dy?—y?’dx?dy? ( 9— — — 
— y!:dy’ — - 6Nyr d x⸗ dy- 


— yaæ d (7)- rar 6) 


w 


—— 157 m, 


bey wir annehmen, ‘daß I bloß eine Function von y ſey. Damit 
h ae die Glieder ‚ welche den Factor d yẽ* enthalten, tilgen, wird 
ind L 
dy 
yn. Damit ſich ferner die Coefficienten von ays gegenfeiig aufhe⸗ 
N, wird, 
am 
— aMy’ +2 Je. 
id wenn x conflant genommen wird: 
am aMd y_2 Xd aXdy 
* —— 
ıd dieſe Gleichung gibt, adden fie mit y* multiplieirt und dann 
tegrirt worden iſt: p 
2 


X 
“M=P—_ und M= .75' 
obey P eine beliebige Function von x bezeichnet. Sollen fih nun 
ich die Eoefficienten von dy? gegenfeitig aufheben, fo wird 
dP adX d.N 
m — — sm 3 — —— 
-5Ny Y ix + dx 2y dy o/ 
d wenn x als unveraͤnderlich betrachtet wird: | 
dX dp 
3 — 
syP’dN--5Nydy = * 74. 


Dividirt man dieſe Gleichung durch Vy, fo erhaͤlt man dann 
sch Integration 


oo 2 x 
any Vs — 317 * aEyyy, 
nn man die Sunction x, el noch hinzuzufügen wäre, außer 


t laͤßt, weil dann die irrationale Größe Yy aus der Rechnung ver- 
vindet. Es wird alfo 








Ne aa u 
X aXe Ayd?X ay?d? ri _XdP 
'=dy| — y "Arm atom Fdır 477 37 


1, und demnach findet man durch Integration: 
X? PX ayd?X 3y?d?P 


y: y dx? gdx 


PdJX 3XdP 2y2d>X I); 
r (> + 3y de "ga /?’ 


= 


— 75/5 ein 


welches Integrale in einer’ endlichen Form erſcheint, wenn Po if, 
weil dann d’X == o wegen K=a + Bx-t yx? wird; deßhalb er 
halten wir 


2 a— 2X adX . 
L= z’ Mn, und N= gr’ endlich 


dx 
EEE cam, 
und daher iſt die Integralgleichung 
y:dy* — 2Xdx?dy? + AydXdx?dy 
( X2dyt . 
4 — — ay° dedX« = Cdr', 
- Die vorgelegte Gleichung 
ayPaytpd® tdrlatßıhy)=o 
wird alfo integrabel gemacht, wenn man fie multiplicirt durch 
T 2(@a + 8x + yx2) dı?2dy + ade BHayn), 


y⸗ y* 


r_ 












dann aber ift das Integrale: 

ydyt — adx?dy?(a+ Bx-tyxr) + 4ydx?dy (ß + * 
— 4yy? dx‘ + erh | Cdxt, 

oder . | 


[y.dy? — («+ ßx +79) dx?]? + Ay’dx?dy + 2yx)" 
— Ayytdı? = Cy?dx*. 


Anmerfung ı 


| $. 921. Diefes Sintegrale ift fo verftedf, daß die Auffind 
desſelben auf einem andern Wege kaum möglich zu ſeyn ſcheint; es 
aber auch fo beſchaffen, daß man dasſelbe nach Feiner befannten Me 
‚ thode weiter integriren fann, und daher ift die erfle Integration 
für einen unbedeutenden Gewinn zu halten. So wie wir aber bey 
vorhergehenden Probleme das vollftändige Integrale aus einer an 
Duelle hergeleitet haben, eben fo Fönnen wir auch hier auf ähnliche M 
das Integrale beftimmen, welches um fo merfwürdiger ift, weil di 
vorgelegte Gleichung, an ſich betrachtet, äußerſt fehwierig aufzulöl 
iſt. Segen wir alfo dx= ydv, fo wird, da | 
d d 
y=dxd..=ydrd. ar 
ift, wenn wir nım das Element dv conitant feßen: 
d?y dy? dy? 


2 d — — — = 2 — — ⸗4 
yzydr ydv y2dv diy 
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Unſere Gleichung nimmt daher folgende Form an: 
ay’dıy — yPdy Hyd (a +Bxtye)—=o, ode 
. syd#y—d®? dr o, 
ınd wenn wir diefe Gleichung von neuem differenziiren, ſo erhalten wir: 
2yd!y - ydv(ß-+2yx) = 0 oder 
sdy+dr + ay) = 
und nad) nochmaliger Differenziation: 
. adty + ayydv? = 0 oder dy--yydrr=o, 
Könnte man diefe Gleichung auf irgend eine andere Art auflöfen, 
und den Werth von y durch v ausdrüden, fo würde x==/ydv oder 


v d3 . mo. 
ohne Integration a — I _ * . Allein es iſt einfeuchen, 


haß jener Differenzialgleichung der vierten Ordnung der Werth y= 
denüge leifte, wenn 2? --y = oft. Gegen wir alfo y= — = 
verhält man.für A vier Werthe, nämlich A= tn ud a—=tuny-—ı, 
nd daher ift das vollftändige Integrale z 


y= Ae'r - Be-»v 4 Csin,(ny-'2), ie 
B C 
set on Sonate) 4 in > 


elche Werthe alfo auch der swifchen.x und y- vorgelegten Gleichung 
enüge leiften werden, wenn man nur die Conftanten A, B, Cumd2 . 
von einander abhängen läßt, daß fie auch mit der Größe a überein- 
mmen. Werden nämlicy‘diefe Werthe fubtituirt, fo muß man er- 
ten a 4 ßx — tz + aörn er = 0, wo es hinreichend 
, bloß die conftanten Glieder in Betrachtung zu ziehen, zu welchen 
rer auch jene Glieder gerechnet werden müffen, welche dad Quadrat 
8 Sinus oder Cofinus des Winfeld nv 2 enthalten, durch deren 
jerbindung nämlich eine conftante Größe erhalten wird. Da alfo 


ay 24en5 —+ aBe-»v 4 2C sin. (nv 2) 


d?y : | 

I: = »Aerr + Bnre-ar — n’C sin. (nv-+2) 

dy - 

ar ner — aD + nom “arte 
A B 


ft, fo wird, wenn die erwähnten lieder genommen werden, 
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rm — | 0 
nt — : 4A Bn? — nt CH cos. (art — nn 
8 — 4ABn: — ma sin. (nv + £)* 
‚—dy? . 
= sABn? — m C* cos. (nv-+ 2); 


folglich Ä 
a 8nAB — 2220⸗ A * =o, und daher 


—E VI: + 5 * 34 an], oder 


f ac an? (@—4AB) — und 


at fx + yr = an (CC — AB) — (5 — nt). 
Es bleiben demnach die drey Conſtanten A,B und 2 unbeftimmt, 
ſo daß die für x und y aufgeftellten Formeln ohne gweifel das vollſtaͤn 
dige Integrale darſtellen. 

Anmerkung2. 


$. 928. Die Differenzialgleichungen des zweyten Grades, mi 
welchen wir uns in den beyden vorhergehenden Aufgaben beſchaͤftige 
haben, laſſen ſich auf eine aͤhnliche Form zurückführen; denn die erſten 

G dzy 4 dy5) 4 Xdx- -0, 
wo XK=Ax oder X=a-tPßx iſt, nimmt, wenn yay=; 2dı 
oder 2 2 gefegt wird, folgende Form an: 
ıdtz.Vz + Xdw = o, 
welche mit Külfe des Multiplicators — 
macht wird.” Die zweyte Gleichung abe 
”?(eydy+ dy) - Xi 0, 
bey welher X= a + Bx + yx? ift, geht für „= 2°, alfo 
dy=:z ?dz und dy=:z dız — 32 ’ da, 
und daher 


+ 3X dx? integrabel ge 





aydy -dy? — 873 22, 
in folgende Gleichung über 


1;t 3 ’®?z2 + Xi =o, 
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x 


nd diefe wird integrabel gemacht durch Huͤlfe des Multiplicatero 


„6de 4Xds2dz ‚vadXdz2 rn 
_ 2.1, 7 — 8 
2708 225 27 


Hieraus folgern wir nun, daß der Gleichunng 
—E 4 — Sn 
er Multiplicator a: 2? -4Xdy? * entſprechen en w erde; der om hung 


3Xdx? 
d’z + 
kavar | Er 
de g9gXdrrdz + TZaxaxVvr; ci 
de 7 0 








== 0 aber der Bacter 


der man erhält 


für die Gleichung den Multipficator 
24 Fo 0 dz? + 2Xdx?yYz 
d’z + —* 0 dz’ — 3Xdı?dz 
vv? Ve? 


Übrigens find diefe Integrationen höchft merfwürdig, weil ſi e 
it Hülfe höherer Differenzialgleichungen bewerkſtelliget werden koͤnnen. 
a auf diefe Art aus der Gleichung 


d’y - Advrdy- Bdv’dy + Cyiw: =0, 
o dv confiant genommen ijt, folgt 
ya Aet ı Be’ + Ce, 
venn a, B, y die Wurzeln der Gleihung 
r? -Ar? +- Br + C=o 


sgeichnen , fo feben wir dv — —, und weil 





+ raxaxv⸗a 


d Ä j 
y=ad.=, =a.I 


Ivmd d?y | (4 „ yd 2) 
dy=drd. =drd.(--d. a2): a. La) 
it, fo erhalten wir, wenn wir jetzt ix als avec inbelig anfehen: 

dy=dy-+ -_ und 


tm. —d. ywd’y-+-dy?) — dy +4 


und 








d y⸗ 
* 
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und daher Durch Multiplication mit y2: 


ydey + Aydydy--dy° + Adx(ydıy-+ 19 
4 Bdx?’dy *0 Cd x⸗ = 








bie Integration diefer Gleichung gibt: 
‚P?#y+ydy? + Aydrdy + Byd +-(Cx+-Ddr= 
welche Sormel me alfo nach den obigen Vorfchriften integriven laͤt. 
| Aufgabe 11m. 
$. 933.. Man befttimme Die Bedingungen, werd | 
- bie Sunctionen P,Q, Rund L, M, N erfüllen müffen, 
damit die a een des zweyten Grades: 
y-+ Pay + Qdxdy »H»Rdäxr = o, | 
integraben gemacht werde durch den Multiplicatorg: 
3Ldy? + aMdxdy 4 Ndx:. ' 
Auflöfung. 
- Nach verrichteter Multiplication gibt die Integration der mit. d’y : 
multiplicirten Glieder 
Ldy?’ + Mdxdy* + Ndx!dy; 
'man feße daher, das Integrale fey 
Ldy® + Mdxdy? + Ndx?dy + Vdx? = Cds’, 
deffen Differenziale der vorgelegten Gleichung, nachdem fie mit dem 
Factor multiplicirt worden ift, gleich werden muß ; man erhält ſonach: 
dx’dV=3LP. dy*--3LQdxdy?-+ 3LRdx?dy? | 
+2MP -2MQ .+.2MRäx’dy 


-(7) -(7) +NP +NQ +NRür 
-(7) Drae 


Es muß alfo werden 


sLr — (2)=o 
20Q + amp — (22) — (Z)=° 


PER FANG ER - (G, -)- (5) = 
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ı aber wird 


ye Formel integrabel feyn muß. * jenen Glachnugen aber er⸗ 
nm wir: 


ee 


a + 2) (5) re ) 
*6 ar ). 


8uſas 1. 
$.. 924. Wenn L, M und N Functionen von x allein fm ind, fo 


AL dm a 


aMdM 4Me2dL :  NdL dNT à 
—— — 755 4 3ldz di]? | 
| NdM saMNdL 
| + 3b Do gm 7 
der Coefficient von dy muß conftant feyn. Durch Divifion mit 
wird man erhalten: — | | 
Cdx _aMdM 4M2dL , NdL ° dN 








3 = 777777 7, 
VL dLvo — 3LyL VIL 
durch Integration | ' 
2 u dx 
/E=-——-7 ober vet -crifi, 
vL 3LyL vUL yL 
| 
dM MdL Mm ı;_: ffäx\ 
v=cy+ /(G- m) Ef). 
Zuſatz 2 — 
| 
f. 925. Sy M—=SyYL:, fo wird 
am = dsvVir + ZIEL und 





3 VL 


Valytı „be * — — oder 


— 7/0) —— 


vV205 4 N BE 


dann aber ift 


‚€ 








| vn ch = (ic [7 vn. 
und * 
N P=o, ME un Res 8 
3d xæ VL 
Die Gleichung u 
| ay 4 4 4 sin 
3yL 


wird demnach integrabel gemacht durch den Multiplicator 

3Ldy° + 28dxdyyYie + ar (8: — IE VL; 
‚und das Integrale felbft ift: “ | 
Lay’ +Sdxdy YLrtärdy (;8 — S)veren 














+ „78° dʒo — scan mu . 


VL 
zu f ab 3. 
$. 926. Welcher Werth bier auch immer für die Conftante CH: 
angenommen werden mag, fo muß dennoch immer dasfelbe Integrale 
zum Vorfchein kommen. Wird demnach C=o, fo wird der Gleihungg, 
dLd dSd 
+7. +7— 
der Multiplicator . SyL? 
° 3 8 
3Ldy? + 2SdxdyVYL?: + :S:de VL, 
entiprechen, und dad Integrale 








Ldy° + SdxdyzyYlr 4 1S:dxtdyyL + -S!dx? = D.dy’, 

oder 8 

[dyVL + 3SdxP = D.dx:. 
Anmerkung. ı. 

$. 927. Sind die Zunctionen P, Q und R gegeben, fo laſſen 

fi) aus denfelben Bedingungen auch die Zunctionen L, M und N bes 

ſtimmen, in wie fern die Iepte Bedingung der Integrabilität es zulaͤßt. 


! 


en 4/1 — 


are z. B. P — Q=o und R bloß eine Function’ von x, naͤmlich 
=X, fp daß man die Gleichung erhält: 
dy + —— > +Xdr=o, 


nd man nimmt ald Sultiplicator den Ausdruck 
3Ldyꝛ + aMdxdy + Ndxt, 
"daß das Integrale 
Ldy° + Master + Ndrdy-+ Van. —=Cdx, 
dL 
erhält man erftich © — — (77 = 0, und wenn x conſtant ger“ 
dLl ꝰ, d 
Immen wird, = — alſo L = Sy, wo 5 eine Function 
nx x bezeichnet. Gerner it | 
snM ds dM M 


— ya — — mo 


7 dx dy. 
d wenn x ald unveränderlich angefehen wird: 
„I +5 — . yadyz= 0; 
ultiplieirt man dieſe Gleichung mit y"", und integrirt fie dann, 10 
idet man: 





.dM — 


dS 


ri yın atı . . . . .. 
»M + — .y° nn T = Bunt von x; ‚alfo | 
 M == Ty’» — y * 
(a+ı) dx 


- Drittend muß 
x ya ar | de8 * dN: 
35Xy? +7 y” + aa et 1 == 0 
erden, und ſonach ‚Den x conftant genommen wird: Ku 
nN * d?S dntı J “oo 
N — — ILTZ.m dy — Grnam'’” dy De 
— 38 Xydady = e, 
eiche Gleichung nad) Multiplication mit y- = durch Integration gibt 
dT d?S 2 
.n — v — — va 2 
N-+ Gtıdı? ya 7” 
u | 35X 
ya = u 9 oder 


— 3n0-+1 
d428 


— antı _— — ylt 
(a+ı)dı yn r amt n?dz x? J 








um 1/2 m 
Hieraus aber ergibt fi: | | 
2XdS ‚__dU dat. 






TXy:» _— _— _ ______yöotı__ __yn — — 
ay=dy "7 Tarn) ds’ a’ ram” 
| | __ ES 8n t | __ _3d.8%_ Satı 
7 aarı)da ?’ Gntı)d«?. |) 
04T dı8 w 
+ Xd< | 0y rar + saran nr 
| 35x. . 
+ IT an+ 1 +. 


und damit diefe Gleichung die Integration zuläßt, muß folgende ( ) 
hung Start finden: 


d. xds U 
au. —ayaatı, 1 
2y° d.TX. 2 ® (n + ı)dı y dx * 4 
X a8. 
autı, —— Inte, — 5 
u "ar ı)dx? 7 j (mp? dr 
d2 . 8X 
Iatı GO 2—ı 
3,2 2 Gn-ı)dı. nUXy dx 
+ (an + ı)XdT en _ &n+2)XdeS atı 
: 707 II —aarı 2ar 


262 + ı) SX?:dx 
2n- ı 
Hier mäffen fi alfo die einzelnen Potenzen von y, in wie 
fern fie ungleich find, für fi) aufheben; daher gibt die Potenz y- | 
die Sleihung U o, und fonady muß auch die Patenz yn verſchwin 
den. Die. Potenz y gibt 


@n+2)TaxX + (.n+2)XdT + (an-tı)Xar - == 0} 


ya = —— u? 


oder Kat: Tantd — A; 
die Potenz yrtı aber gb ET=o der T=a-h px + yal; 
Die Potenz ydr aber erfordert S=o, wenn nicht n—= — # ift, in 


welchem Sale auch’ die Potenzen ydatı und ydets yon felbft verſchwin⸗ 


ben. Da nun alſo U=o, S=o uw T-erptrr ifl, 
—4n—3 


alfo x-B (a + —J  t2, wird die Gleichung 


—4e—3 
ur Au 





nd 


+ B(a+ßx + r2)  mt3dı2 —o 
integrabel, mit Jarf⸗ des Multiplicators 
2 (a+Px + yx?) yady — dx @ +72) yantı, : 


oo. — n 41 
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Anmer tung 2 

$. 928. Obgleich diefe Methode bay. weitem noch nicht genug 
vollfommnet ift, fo zeigen die: in dieſem Kapitel angeſtellten Unter⸗ 
hungen denn doch zur Genüge, welche große Erweiterungen wir von 
fer Methode erwarten können, und wir glauben ihre weitere Aus⸗ 
jung den Geometern auf das Nachdrücklichſte empfehlen zu muͤſſen. 
il wir nun die Methoden, deren man ſich bey der Auflöfung der 
fFerengialgleichungen des zweyten Grades bedient, mit genügender 
ſtaͤndlichkeit erörtert. haben, fo wollen wir nun zu dem folgenden 
pitel übergehen, wo wir die Integration Tolcher Gleichungen durch, 
ndliche, Reihen, in wie fen dieß bequem aeſhehen kann, lehren 


den. FR . ey. na ... 9 Pr | 
u y 
1 
J 
— „x 
. Y 3 
. 
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Kapitel VII. 
Von der Auflsſung ber Differenzialgleichung. 
dy- aryi = 
mitte unendlicher Reihen, 
















-. Yu Fr sabe 118 

er. 929. Du Integrale der Differengialgtei 
dung des zweyten Orades, dy -axydxt = o, be 
welcher vas Element dx conftant gendmmen iR, but 
eine unendliche Reihe darzuftellen. 


Auflöfung. 
Wir fuchen bier eine Reihe, die nad) den Potenzen von x for 
fohreitet, und den Werth von y ausdrüdt; weil nun in dem ein 
Gliede unferer Gleichung die Größe x mit ihrem Differenziale ds 
Feine Dimenfion, in dem andern Gliede aber n + a Dimenfionen ent: 
hält, fo iſt einleuchtend, daß die Erponenten der Potenzen von x um 
die Differeng n +2 zunehmen oder fallen müffen. . 2 
-1. Es follen zuerft die Erponenten wachen, und man n nehme fols 
gende Neihe an: | 


y=Azı LBAtTt2 1 czttaar4 + | eiren 


fo wird 
Tz=ra—ı) A? Lan) (Atn-+ı)Bxita Lt, - 
arym.. 2.200000. une. aAxAt2; = 


. hieraus erhellet, daß das erfte Glied allein verfchwinden müffe, fo d 
A(R— ı)=o wird Man muß daher entweder A=o oder A=ı 
feben, und, hieraus ergibt fich folgende Doppelreihe: | 
y=A - Bxt: 4 Cx"t3 1 Dxdiat6 1 Exht8 L,... 
+Yı + Bert + Ext 4 Di»t7- Ext) —.... 
Durch Subftitution diefes Werthes muß man alfo erhalten: 
o=(n-}2)(n-Fı)Bra + J—— t2 + (3n4+6)(3n--5)Dxdnt4+ 
+3aA + aB + al +. 
0= rare Rs) HEHE En DEN. 
\ +24 + aB + aß 


— 7/5 m 


. ı y 
Da nun die Größen A und A unferer Willfür überlaffen bleiben, 
Taffen fi) die übrigen durch diefelben auf folgende Art beftimmen: - 


— — aA c — aB 
"(@a-+ı) (an + 3)’ * 3(an -+&) (n+a)? 
— aC - 
Degree 
— — aaà ‘= — a B 
— @a+) (a+92’ a(an +5) (a+ 2)’ 
— a 
D , u. ſ. w. 


361 +7) ar 3) 
) fo ergibt fich das vollftändige Integrale durch folgenden Ausdruck: 
aAxnta a? A xntd 


1 (n—ı) (n-+ 2) + ı.2(n+ı) (2n--3) (n + 2)? — 
as Axdönt6 , 


737.30 +9 GaFHarp Tr‘ 


aAıet3 a? A x2nt5 


Taf) af) TıaaFYamrHaray: ” 


- a3: x3nt7 
II. Sollen die Erponenten abnehmen, und man fegt 
ya Ban Lo... 
erhält man 


Ax — 


aA tan ann, 
axıy = aAxıt" aBx‘-2 I 


- Da nun bier fein Glied erfcheint, welches dem mit „Atn behaf⸗ 
m Gliede ähnlich iſt, fo kann dieſes letztere auch nicht verſchwinden, 
daß auf dieſem Wege keine Auflöſung der Gleichung erhalten wird. 


‚3ufaß 1. 
$. 930. Weil die Größen A und A willkürlich find, fo ſtellt dis 
y gefundene Doppelreihe das vollftändige Integrale der Differen« 
(gleihung ded zweyten Grades d’y--axmydx?==o dar. ‚Legt 
n aber den Größen A und A beflimmte Werthe bey, fo erhält man 
ticuläre Integralien. 


Sufas 2, 


6. 931. Segen wrn+2=m oder nam—a, (KHK 
kuler's Integralrechnung. 11.3». 10 


—— 1/0 — 


das vollftändige Integrale der Sleihung Eyax—ydx: 
bequemer auf folgende Weife darftellen: 
a A xm a? A x⸗ↄm 
 Imya Ian dm 
J a3 A xd3m 
—1,2.3. (m —ı) (am — ı) (3m—ı)m> + 
y = aılxmtı a? Yxamtı 
IX Tram )enr)m 
a3 x3mtı 


1.23. 3. (m + ı) (2m- ı) (dm -+- ı)m> +. 


Zuſatz 3. 
$. 932. Wenn der Erponent m pefitiv und größer als die 
heit ift, fo convergiren diefe Reihen um fo mehr, je Fleiner der X 
der Veränderlichen x genommen wird. Sn den übrigen Sällen 
können diefe Reihen in der Anwendung nicht gebraucht werden, 
müßten fich denn zufällig in andere sonvergente Reihen transforn 
Tafjen. 


Unmerfung ı. 


F. 933. Es gibt jedoch Fälle, in welchen dieſe Reihen ganz 
brauchbar werden; dieß ereignet ſich, wenn irgend einer der Facte 
aus welchen die Nenner zufammengefeßt find, verfchwindee, und! 
alle folgenden Glieder unendlich werden würden, in welchen $ı 
man jene Reihen auf andere Formen bringen muß. ‚ Hier biethet 
zuerft der Fall dar, in welchem m=o oder n — — 2 iſt, u 
welchen alle Glieder beyder Reihen, mit Ausnahne der begden er 
unendlich werden. Weil aber in diefem Salle die Gleichung, wı 


di 
in d2y  —— R 
beſondere Sntegration, denn es läßt fich eine Potenz von x auffin 
welche für 7 fubitituirt, der Sleihung Genüge leiſtet. Man ſetzen 
lich y —2, fo erhält man | 
Ad — ı) 312 + ax o da m — Ata=ı 
woraus a=: + Vz — a gefunden wird, und wegen dieſes dop 
ten Werthes ergibt fi) das vollftändige Integrale 


+ ViZa ı pn Via 


u. 4 


== o übergeht, homogen ift, fo geftattet fie 


y=Ax 


unbe 147 u | 
Iche Gleichung für a > + folgende Form erhält: 
yaaxsin[a—H’lx-+ a], 
d hieraus erhellt, daß man für a= 


| "ym=(A-+Blx)yVx 
def. ft 


. Anmerfung.:. 

F. 934. Die übrigen Fälle, welche die Reihen unbequem machen, 
eben fich, wenn entweder n=_ oder m= —- geſetzt wird, 
ben % eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Für m =. wird nur 

erſte Reihe unbrauchbar, für m =I- bloß die legte. Setzen 
e daher im erſten Falle A=o, im letztern aber A=o, fo erhält - 
ın eine einzige brauchbare Reihe, die aber ein particuläres Integrale 
eftelt. Iſt aber ein particuläres Integrale, welches y=P feyn 
19, befannt, fo laͤßt fich hieraus das vollftändige Integrale der 
eichung 


y-t ax ydx? = 0. 
leiten, wenn man y y=Pz fegt;; denn dann wird 
Pd2z - adPdz k zdP + ax Pzdxe =. 03 
ift aber der Vorausfegung gemäß ° | 


Pam PG x- ⸗ —W 
o erhaͤlt man 


?z--2dPdz=o eder Pdz=Cdx und z=C “+ 


p:* 

Allein da P eine unendliche Reihe bezeichnet, fo Täßt fich hier⸗ 
B der Werth von z nicht erfennen. Aber in den erwähnten. Sällen 
hält ein Theil des Integrals den Sogaritpmus von x, welches man 


ch daraus erfennt, daß der Yusdrud = — - den: Logarithmus von x be⸗ 
chnet. Setzen wir daher in der Gleichung 

| d?y > axm2ydx? = 0, 
=p-+togqlx, ſo wird, weil dy=dp-- ı=+ dqlx ift, 
4 — * da qlx + —E 


+ aqı"dı?Ix =o, 
10 * 
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in welcher Gleichung fich die 1x enthaltenden Theile für ſich tilgen mil: | 
fen, fo daß fich hieraus folgende zwey Gleichungen ergeben: 
drq 4 aqxm—dx? = 0 ud - 


dp-+ ms _ a“ + ap dx? 0. 






Hier muß man für q jene der beyden obigen Reihen feben, weihe 
in dem vorgelegten Falle brauchbar iſt, und dann laͤßt ſich aus der 
letztern Gleichung die Größe p leicht durch eine Reihe ausdruͤcken. 
Derley Faͤlle wollen wir in den folgenden Beyſpielen entwickeln, und 
bemerken nur noch, daß jene Operation unverändert bleibe, wenn wir 
Ix-+a ſtatt Ix [reiben , fo daß man, fo bald p und q gefunden find, 

=agq+p+glx der y=p-+qlßz ahan 
| Benfpiel ı 
$. 935. Man fee m = ı, und Löfe die Steigen 
dy-+ iz =o 
durch Reihen auf. 
Wird y=p- qlx geſetzt, fo muß man 


aux: a?Ax3 asAxs 


1. tr 7330 19a 
nehmen, wofür wir Kürze wegen | 

q=4Ax + Br + Ex + Dit... 
fchreiben wollen. Dann aber nn man p aus der Gleichung, 


N 





g=Ax— 








mn + n- = *— 0; ſetzen wir alfo 

— ton De tBr 4... 
ſo erhält man durch Subftitution ' u 
20 + 6Dx +4 ı2aEx? 4 20Fx? 3002. F 


A4 80 P106 ul 
-2-8-€ — 2 — — — 5175* 
++aB+2C +2D +aE +ar | 

Da nun die Coefficienten A, B, C, D, E... befannt find, 
ſo wid A — 2, die Größe B bleibt unbeflimmt, dann aber ifl 


. 6 





Köder ber —— 
D —5E a — 5a ac pr 
7 75 2.3 12.0,3 . 2.3’ 
m. _ 78 aD +74 aD 
E= .ı2 8. km. 22.33. 3.4’ 

— 09€ aE . — gnı aE . 
ro $ ab 





2» 4.5 weg 7,5 

bey wir B=o feben konnen, wenn wir in dem Sintegrale 

=p--glx den Theilnagq hinzufügen, der fih aus dee Größe B 

bt, fo daB, alfo | 
peAt+le F... 

rd. Man findet demnach | 


__ 3a D—.- 1422 A Eo + 70354 
5.2’ 1,25,3/ U 13,23,35, 42’ 
Fo — 404 a A 


BE mag hen 
bey zu bemerken ift, daß | 
—=3.3+5.ı1, 70=4.144+7.1.2, 404=5.7049.1.2.3, 
d für den folgenden | 
2688 =6.404 + ır.1.232.3.4 
ift demnach 
y=p+teg+t ale 
Beyfpiele. 
$- 936. Man fege m=—ı, und löfe die Gleichung 
= 
®y+-.;-=0 
irch Reihen auf. 


Wird y=p-+taqg+ gix geſetzt, fo muß man 
a A a? A asA 
— *7 ‚22.82 1. Bmw tr‘ 


men, und hierfür türeibe man Kürze halber 


g=A+- +5 Sl 4er. \ 


mn aber muß man die Broße p aus folgender Gleichung beſtimmen; 


>. adqdx qdx? 20 
50 Zu — —— u Bar 


Nehmen wir demnach Di Reihe an: 
Peiet+B + .“., 
fo on ſich > gehoriger —** 
+7 - +7 +2 x5' 2+:2 6 +3 +: .. 
N 


Alp _ce-D-eor on =0, 
— 2B — 40 — 6D —8E — ı0oF 
+26 +6D-+ 126 -+205+ 306 E 
und die Coefficienten A, B, C, D, € ıc. beftimmen fich fo, daß 
= = - wird; der zweyte, B, bleibt unbeftimmt, und dann | 














— 3B a B _— 324 a B 
Ta ı.19 07. m 1 0a’ 
Do 5C aß barA ac 
Ta ya. 
_ 7D aD _— 7. aD 
u Ta rum 8.4 
— 9E ac gar aE 


Tb map 4.5 
Nimmt man nun, ohne Beeintraͤchtigung der All gemeinheit, 
® = 0, fo daß 


Pu +42 


wird, fo erhält man 








— 3aA + 1422 A - 70 aꝝꝛ A 
= 18 — de 13.25.32 ST ——— 
+ 404 as A 


= 13,23.35.45.52’ 
welche Werthe den obigen ähnlich find. 


Beyfpiel Ä 
$. 937. Sür mm: erhält man die: Gleichung 
dey + aydı? — 0, 


U. ſ. Wir 





xyz 
man löfe fie in einer Reihe auf. 


Wird y=p + aq +qix gefest, fo muß man 


dal 2 16, 64 aꝛ A 
am Un Ge 4 To | 
256 a A 


+ WEICH TEN AT Hei ii 


m 757]: —— 
Ihmen, und flatt diefer Reihe fchreibe man Kürze halber 


= As HB HER DEE HER HOCH 
nn aber hat man die Größe p aus folgender Gleichung zu beftimmen : 


adıdq er apdxı? 
dp + — I + avi = 0: 


Nehmen wir alfo an, es fey 


= A-+ Axt + Bx-+ Cx + Dx + Ex’ + Fx! ber 
erhalten wir nach gehöriger Subftitution: 
= t+22+52 +04 aDyVs + aEx + aFıys 
—- A — B— — ID — € — 5 
+24A+38 +46 + 5D + 66- 78 
7t+0+3C0+2D+ #E + 6F + 36 


Hieraus folgern wir nun 


I 
8 











— A a 
A= = 4a’ 
bleibt unbeftimmt, und dann ift ferner 

e— _43B _ 8% — —_42B Sal 

1.3 1.5 1.8 12.32, 

D 438 26 _ — 4aC 12.16.22. 4 
A 9a 1. 
__—4aD ı6D _—4aD 16.64.23. 
— 3z3 5 7375 — 5355 

æ——4E204E 20. 2560. aa. A 
— T —53 33 


Wenn wir nun B=o ſetzen, fo daß 


u yx 4% + CXVX + Dr HEX Vx -Fr-.., 


= a? 
findem wir 
8.4.aUA — 100. 16. a2 A 1334. 64 . as A 
. 5? 12.82.22. 42 12.32,22.42.82.52’ 


p — Bahı6 . 256. aa 
TE 
bey zu bemerfen ift, daß 

= 2.4.8 -+ 1.3.12, 1884 = 3.5.100 + 1,3,2.4.16, 


92416 = 4.6.1884 + 1,3.2.4.3.5.20. 


u, ſ. w., 
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Beiſpiel 4. 
G. 938. Für m— — : erhält man die Gleichung 
„ aydı 
dy-+ ve 0, 
man Llöfe fie Durch Reihen auf. 


Wird y=p-t ag qlix gefest, fo muß man 





4aA —.ı 6A 5 Ga _—: 
g=A— 1.9 x + 1.3.2.4 —5 1.3. 2. 4. 3.5 * r- 


nehmen, und für diefe Reihe fehreibe man Kürze halber 
. : —* 
BEACGCGAM Di HE + Fr hi 
die Größe p aber hat man aus folgender Gleichung zu beftimmen: 
{ 
adxıdq qdx2 apdı? ' 
ep tee 


== 0 
ı? 12 VXx 


Man nehme alſo an, es ſey 


p= Ax LAY 8 4 6x? + Din 4 Ex * 
| +87°’4+0:7 °+.. 
fo findet man durd) Sobſituuion dieſes werthes 
— +5 + * +7 + 2 +% +. ** 
— A — B — — D — EFE — F — 0 
— B —20— 3D — 4EkE — 5F 
14. +4E +3D+ 2E +65 +26 


woraus ſich nachfolgende Beſtimmungen ergeben: 




















u A A 
- I=7 und =. ra 
B aber bleibt unbeſtimmt, und dann erhaͤlt man ferner 
C—A8 BB —4BBB8424 
.3 1.3 1.9 ı2 , 32 7 
— 4a wc  —4aE, 2.16. a2 A 
2.4 ah — — 1.3.92. 42 
ı_ — 4ad 160 _—4aD 16.64.84 
= 3.5 +33” 3.5 1.3.2.4... 5 
— 20 F _—4a8E 20.356 . ar A 





= 7 777% 67,6 + 42.6 


— 1553 wem 


Seht man hun Bo, fo wird 


—— 8.4aA D— -L 100 . 162? A — — 184. 64 284 


12,32 0 / 12.82. 92.42’ 12.32.22. 42.32.52” 
u. . w. oo. " 


he Zahlen nad) demfelben Gefege fortfchreiten, wie oben. -_ 


Anmerfung. nn 
$. 939. Aus diefen Beyſpielen ift erfichtlih, wie die Reihen, 
che die Gleichung | 
' - dy axmyd?=o 
öfen, in den übrigen Fällen, wo m= + +; ift, gefunden werden 


nen, wobey jedoch bemerkt werden muß, Bas wenn m =+; in, 
q folgende Reihe angenommen werden müffe: 


8 
q = 4x Lei Geil D x hr, 
fi ch aber dann der Auddrud für p durch eine Reihe von folgende 


em darftellt: 
3 


P=A+BNtCHtDÄeL..., 


en Coefficienten aus den vorigen gerade fo, wie oben, beftimmt 


den. Iſt aber. m — W fo nehme man für q die Reihe 


gEA+BFÜH De... 


p aber eine Reihe von der Form 


1 2 3 
p— Ax— BxTũ 4 CK kı Dix 1 rn 

durch fich ebenfalls die Eoefficienten, mit Ausnahme eines einzigen, 
kimmen laffen. Diefen Kunftgriff gebrauche man im Allgemeinen, . 
oft man bey der Auflöfung der allgemeinen Gleichung auf Reihen. 
$t, deren Goefficienten in gewiffen Faͤllen unendlich werden, was 
wöhnlich ein Zeichen ift, daß man Logarithmen in die Rechnung ein» 
führen habe. laͤßt ſich dieſelbe Gleichung 

+ axnydx? = 0 
ch noch auf andern Be mittelft Reihen auflöfen, wenn dieſelbe, 
vor man noch zur Auflöfung fchreitet, auf eine andere Form gebracht. 


— 
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wird. Da es ſich nun hier ereignen kann, daß die Reihe in gewiſſen 
Faͤllen abbricht, in welchen ſich ſogar das Integrale wirklich angeben 
läßt, fo wollen wir eine ſolche hoͤchſt merkwürdige Trandformation 
audeinanderfeßen. 


Aufgabe 129. 


F. 940. Die Differenzialgleihung deb \awepten, 
Grades: 








d2y 4 axtydx? = o, 
auf eine andere Form zu bringen, fo daß fie fidh dans 
bequem mittelft unendliher Reihen auflöfen Läßt. | 


Auflöfung. 
Wir wollen und der Subftitution y=eS/Pd*z bedienen, wobe | 
p eine beftimmte Zunction von x feyn fol, durch welche die Gleichung 
bequem auflösbar gemacht wird. Man wird alfo erhalten 
dy = e/rd (dza+- pzdx) md 
d’y = e/rdiz (z--2pdxdz + zdxdp * p® zdr), 
Daher geht die vorgelegte-Öleichung über in 
dz -- 2pdxdz + zdxdp + p: zdx? Laxrzdı=o, 
‚wop fo zu nehmen iſt, daß 


p? ax =o oder ve nv 4. 
wird. Setzen wir deßhalb a — — c undn=2m, damit wir fol⸗ 
gende Gleichung erhalten: 

dy— erxmydıo oo, welche für 
p= cxı und y= efpirz = ent! ED [7 
folgende Form annimmt: 
d?z + 2cxmdxdz + mexm-'zdx? = 0. 

Weil in diefer Gleichung x entweder feine, oder m - ı Dimens 
fionen hat, fo wollen wir für den Werth von z nachftehende Reihe 
annehmen: | 

z Axd + BAtm+ı + cxit2m+2 . . .3 
durch Subſtitution dieſes Werthes erhalten wir 
ee +@+m+tı) a+m 

2240 ⸗o0/ 
+ mAc 
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mb hieraus erhellet, daß man entweder A —= 0 ober A = ı fegen 
—* Wir erhalten alſo eine Doppelreihe von der Form 
à + Bamtı ı Cx’mt3 - DximtB 4 Eximt& L ..e 
:  Ax Bunte 4. Eamtd 4 Dit f Eximts dh... 
ind durch Subftitution derfelben wird Ä 
m-+ı) mBı=-ı +23(m--ı) (am-++ı) Cr + 3(m-}-ı) (3m--2) — 

=o 









tmAc —+2(m-ı)Be +4m-+ı)Cc 


mBc +-mCc | 
T. m I(m+2)Bxm-}2(m-+1)(am-+3)Exemtı-L3(m-Fı)(3m-+4)Drdmt: 
+2%c -a3(m+3)8c  +3(2am-+3)&c Im 
mAc+m%e m6Gc 


und - hieraus beftimmen ſi ich die Coefficienten beyder Reihen auf bol⸗ 
Bende Art: 
B- mie . (m +29) Ace E 


 aumfı) Bar) m+1) 
= 6m +9nBe |k _ — m +4) Be 


 sa@am+tı) (m-+ı)  a(am+3) (m+ı) 
D— _ en +9Ce |y _. -6n+9 Ce 





8@m+2)(m+ı)|" - 3Gm+9y9m+ı) 
Eo — (7m + 6) De CE ke (7m+28) De 

44m +3) (m-+ı) 44m +5) (m ı) 

u. ſ. w.,, uf, 


wo die beyden Goefficienten A und A unbeftimmt bleiben, fo daß man: 
dieſes Integrale als das vollftändige anfeben fann. 

Eine andere Methode. ift folgende: Nimmt man bie, Reihe, in - 
welcher die Erponenten von x abnehmen, fo muß 

2a m=o dr m—=—.ar 
werden, fo daß unfere Gleichung übergeht in | 
dy— ce sAlygx: = 0, welche für 
W | F _ymol+ı 
pci m y=eflz=e" 0.2 

ſich verwandelt in 

d?z + 2cx” aAdxdz — 2rex—?A-tIzde o. 

Geben wir alfo | 


F ı= Ax 4 Bxdi—ı + Cxdi—a + Dx7A—3 Tr Er 








En Eine 


BE Aa 1) Ari + E@Rr-1)BR 2) BxR-3 4 (5 2 — 3) (64 3) 0x4 
+ anAox im ı 2(3% — ı)Bo + 2(5%—32)Cc + 2(7%—3)Do = 0, 
— srAc — a3ABe — 23ACc — 2ADe u 
woraus fich nun Die Eovefficienten auf folgende Art ergeben: 
- = B— ZiM— mA — ZAQA—ı)A j 
— ——— 


— (31 — 5) (31 — 2 B — 8 — ı) (3A — 2) B 


OT eg zn, | 


D--aA-9 G2 Gi HC 
(124—6)c — 6G@A—ı)c 


= @A—3) (IR —4D — @A—8) WI — MD 
E- IT zn Ga, 
uf m | 
Hier bleibt nur die Größe A allein unferer Willkür überlaffen, weßhalb diefe Reihe bIoß ein particuläres Inte 
grale darſtellt. “ | 


| 
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4 





3ufaß 1. | | R 
$. 941. Aus der erftern Auflöſung erhellt, daß die eine Reihe abbreche, fo bald " 
| ' ' — 21 
| @k-ı)makso oder m = —— 
iſt, die andere aber, ſo oft 
2 _, 





.. ' @k—ı)mteoiwo oder mn, 


L 
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1 wobey k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. In diefen Faͤllen 
ſich alfo das Integrale bloß als ein particuläres i in einem endlichen 
drucke darftellen.- 


Zuſatz 2; Ä \ 
9. 942. Die zweyte Auflöfung führt auf eine et Reihe, fo 
ntweder 
ßkLı)a — k=o ode DenLssrr 
.h., wenn 


k " — ak 
=, r7- und . m jr ı 


wie vorhin. In den übrigen Sällen aber fchreitet- dieſe Di 
nendliche fort. 





Zuſatz 3 
J. 943. Bezeichnet k irgend eine ganze Zahl, fo. fi ind in det 
n = —* alſo alle jene Faͤlle enthalten, in weichen die 
ung u 


d?y — ende m == 0, 
uch, wenn y — efudx gefegt wird, die Gleichung 
du + dx = e?:wdx 
ine particuläre Integration zuläßt. | 


Anmerfung. 

). 944. Es ıft aber ſchon hinreichend, bloß ein particulaͤres In- 
: gefunden zu haben, weil ſich aus demſelben das vollftändige 
:ale Teicht beftimmen läßt; denn da in dem Integrale die Größe 
eint, während in der Differenzialgleihung nur das Quadrat c? 
ımt, fo ift es gleichgültig, ob man in dem Sntegrale 4 c vder 
est. Wenn daher „= PCR ein particuläred Integrale 
wird and y=P— cQ ein particuläres Integrale ſeyn ‚und 
cch ijt das vollftändige Integrale | | 
y=a(P+cQO) +B(P—cQ) ode 
y=aıP-+ Be. u Ä 
Um nun diefe Bemerkung deutlicher zu machen, wollen wir. fe e. 

e zweyte Auflöfungsart der Gleichung | 
dy — c?x — 4kyax: = 
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anwenden. Zu dieſem Zwecke haben wir, indem Kürze hal 





— Zei t gefegt wurde, y — estz gefegt, und fander 
AA—ı).A _ KA—ı) (AR —ı) a — 2). A 
——— — zo 

408 1). el» (31. 2) —— (GG—-3) . A 
4:6@A — . 
Unterfeiden wir die Glieder, welche durch gerade. Potenzen u 
‚ ec dividirt find, von jenen, welche ungerade Potenzen von c im Nenn 
enthalten, und fehreiben flatt der vorigen Reife z=P —.cQ ſo de 
die Größen P und Q bloß gerade Potenzen von c ‚entpalten, fo fi 
den wir 


x71—3 +, 


yz=e":(P—cQ) 
y=e:#(P+cQ), 
ald das andere particuläre Integrale, und demnach wird 
 „- =P (ae! + Ber et) — ZcQ (aeet — Be- et) 
dad vollftändige Integrale feyn. 
Iſt alſo c eine imaginäre Zahl, oder @—=—b2, fo daß 


| y-tb?x — Akygx: =o 
unfere vorgelegte Oreihune ift, fo wird 
z=maP — bQV-ı und 
est — eP!Y-ı — cos. bt + vV—ı sin.bt, alfo 


y—P — cos. bt + — V-ı sin, be | 


ald das eine, und 








— »Q B! cos. bt-+ — V—ı sin.bt [V- 
Sy nun | 
+ a — — 
I, und. —vVT=5, 





fo ſtellt fi) in diefem Zalle das vollfländige Integrale unter folgend 
Form dar: 
y=Ped(y co.bt-+5 sin. bt) — bQ (5 cos. bt — y sin. bi 
oder . 
y=(yP—5bQ) cos. bt + (SP -+-rbP) sin. bt. 
Bir wollen nun die auf diefe Art integrablen Fälle entwideln. 


\ 
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Beyſpiel ı 
F. 945. Man beſtimme das Integrale der Gleichung 
y— cydı?=o, 
Hier it A—=o und z=A; ferner t=x, und daher wird, weil 
=A und Q=oift, das vollftändige Integrale folgendes feyn : 
> y — ae°* + Be- oz, 
Sn dem Galle aber, wo c — — b? ift, wird der Gleichung | 
®y-+-byde=o 
gendes vollftändige Integrale entfprechen: 
y=ycos.bx-ösinbx, 


Beyſpiel 2. 
F. 946. Das Integrale der Gleichung 
dy— crx 4Ayd x⸗- 0 
: finden ı | 
Weil hier = ı ii, Pit z=Ax um =, daher er= 
It man wegen P=x und Q=o bie Gleichung 
= (ae‘t — ßBe-°t) x, 
Zür den Fall aber, daß ce? = — b?, entfpricht der Gleichung 
dy +- bxı-iydX =o 
gendes Integrale: 
y=(acos.bt-+- ßsinbt)x,- 
bey = — if, | 


Beyfpiel 3. 
$. 947. Man beftimme das Integrale der Gleichung 


4 
dy— cx °’ydı?=o, 


. . . A z A 
Weil A: ift, fo wird B=— 7, ud 2 Ax - 5 


ner t= 3x3 alſo P= x’ und = alfo wird das Inte 
ale feyn: | | 
y= (aet 4 ße-°t) oe — (est — Bet) Er 


Zür-den Sal aber, daß = — hi iſt, entfpricht der Gleichung 


ı 
302’ 
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dy--b2x Tydx=o 
folgendes Integrale: | _ 
y=(acosbt + Bein. bar + — = (ß cos. bt— asin.bi) 





Beyfpiel h. 
Ä $ 98 Man fuhe das Integrale folgende 
Gleichung: 


dry — c2x — ydx⸗ == 0. 


Wegen A ei Bee 


® 


daß P= x und Q = >= wird. Gebt man demnach 


t=— 3x7 3, 


fo ſtellt fich das Integrale unter folgender Form dar: 
= x’ (ae° — Be °t) +35 * (aet — Bet), 
Iſt aber © = — b2, fo wird man für die Gleichung 
dıy-+- b2xr Fydx? =o0 
folgendes Sntegrale erhalten: 


° 


y- x (a cos. bt + ß sin. bt) — F (3 cos. bt— a sin. bi) 


Bepyfpiel >. 
$. 949: Das Integrale der Gleihung 


8 
, dey — cx 'yd=o 
zu beftimmen. M 


Wegen =; iiB=-;, 
5A 


a 2 BA L 
= Art — +, und demnach | 





3A 
und C = I alfo 


a 3 - 
r=ı + 2.o und aa. 


Wird nun t= 5x3 gefest, fo erhält man daß Integrale 
E 3 32 
J — (* + 75* (d eet ß e- et) — * x’ (aest — ße), 


m 101 u 
Iſt aber eꝛ — b2, fo entſpricht der Gleichung 
| dey + bie ya oa. Ä — 
endes Integrale: | | 
(= _ 5 (a cos. bt +Rein bi) | 
+ 5 (ß cag. bt — asin. bt) 


Aufgabe. 120. . 0 
F. 950. Man beftimme das vollftändige Integrale 
: Differengialgleihung des zweyten Grades: 
—44 — . u 
yes ryanmo, 


bey keine beliebige ganze Zahl seietänet: 
Auflöfung. 


— 1 A) 


Sep Kirie halber ta: — ei — kr v, fo nd 7 
* Ze Ber Br GE 
— — — =). J 


wenn man yzmetz fept, und den Werth von 2 „Pure, sine 


ihe darftellt: . 
k kKtı kt 11 





IE RR: = . 
ſich wegen A = ee diefe Coefficienten auf folgende Art 
immen: 

kk—n)A , G+u&-ne, _d490- 30 
*»5 = 4(@.k — ı)c ;‚D= 6@ak—ı)e."" 


fituirt man diefe Werthe, und führt den Werth 


Pd . 2 - * 
— . . fak — ı len 
, , . . t I “ 





die Hechnung ein, fo erhält man 


— G—) 6— —2 
= An] 4 oo. 
_ k (k2— ı) (k®— 4) (k—3) 4. ]. 
— 77 6. n 
Euier'd Integralrechnung. 11. 8b. a 


em 102 m 


oder auch) 

















if —— , kKMnan 
act 2.4.0202 
—— 5 
.4.6. c3t5 Ein. ° 


Es wird fih daber das —*** Integrale der vorgelegten 
Gleichung auf folgende Art darftellen: | 
eof4tte 


kr — 1) AB) A — 9) (KH) 
nr Je tren 





| G—1) , kr) (ka) 3) 
———. Jeeer 


vo in beyben, Reihen das Bildungögefeg der © Anpelne Glieder ve von 
ſelbſt in die Augen fait. ; 


Bhfap 1. 


$. 963. Laͤßt man alſo r=— (ak— ı) er, rſeyn⸗ ve 
gibt fich Hieraus auch das vollſtaͤndige Integrale der Gleichung 
— 4 
y+ bean _ ‚ydx? == 05 
dieſed iſt namlich“ 
k(k® — ı) (k— 2) 


y-n ——————— 


— a Le Je emdt + Bun. bt 

ef temnadan ——— 

ED Da Jemamuns 
3ufa 2 


$. 952. Wenn k eine negative Zahl bezeichnet, fo * Pr v 
Integration auf dieſelbe Weiſe ausführen; denn wird 


t* (2. + 1) se 
seieht, fo entfpricht der Sleihung 


äh. 
d?y — crxaktıydz * o 


— 4105 — 


I Sue EEE 


k-(k® du ıy (k sea). 
= r + öCTMTA.. ee 


k(k2— ı) (kE— 4) (09) (& 
. —— 


24 [" a + ILEIICENIE TE ee 
308. ' 244 6. 0212 F 
k(k?— 1) (2-4) (gl — 16) (k+5) 
A te ‚Je J 
3ufa b 3. 


$ 953. "Auf Dieferbe Art enefpricht auch der. Steigung 
ay+ —— = 0, 


!. : ern —E 1 
wean t = (ak + 1) wahre Seſett wird, als —R Zuticiele 
er Ausdruck 





— — Keys. J ern - 
— ık [* — Ti. be + . . . FE 
— — — 9) (k 
an .]@eonbe HB sin. bo) 
TEDBETCHRIEIT ) . 
k gie gr—igd )__ 
+ 2.4.6.8.10. bs J + Jon t—asin. Km 
Mi 6 ZuTf:a g: 4. , 1. 
$. 954. Setzt man in den Formeln, welche Sinuſſe und Enge 
Bauthalten ı’b 
a Cine und B=C a.2 N 


Rennen ſich unfere Ausdrüde fo, daß 

cos. bt + Bisin. bt = C sin.!(bt +2), und 
8 cos. bt — a sin. bt =C cos (bE+-2) 

id, wo nur C ımd-2 willfürfiche Conftanten bezeichnen ,. wodurch das 

Potegrale zum vollſtaͤndigen erhoben wird. 


| i Anmerfun 4. 
$. 955. Wir finden hierin ein vortreffliches Mittel, die Säle, 
a welchen die Differenzialgleihung ded eriten Grades: . 
du +u!dx ->axtdr= or 


11 * 
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den Charakter der Integrabilität befist, zu erfennen, und zugleich die 

vollſtaͤndigen Integralien zu beſtimmen. Denn wird y = Ku dx ge 

fest, fo entfteht aus F Gleichung folgende:, | 
" y-t axy dx = 0, FL 

und aus dieſer atheh umgekehrt jene, wenh man, u= I et 














Da wir nun das Integrale diefer Steichung i in jenen Bälle befimmer | 
* * iſt, fo. werden wr 


auch in eben diefen Bällen das Integrale der Differenzialgleichung de J 
erften Grades angeben fönnen, wo jedoch zwey Faͤll entwickelt werden 
müffen , je nachdem nämlich a entweder eine 2 oder eine poſitive 
Zahl bezeichnet; je nachdem naͤmlich entweder a=— c? oder 2Ph 
iſt. Es wird ſich alſo der Mühe lohnen, dieſe von Bälle bebandek. 
sn. haben. BR a Er Zr Br 





Könnten, in weldyen der. Erponent n — 


Aufgabe 121, J | 
F. 956. Man beftimme das Integrale folgenden 
Sleichung: 


| 4 

du + wdxr — exitıde - 0, 

wobey k eine beliebige ganze pofitive oder negativf 
Zapl bezeichnet. . 


a, Aufl 5 fung. 
Wird um * gefest, fo. verwandelt ſich unfere Sleihang in 


folgende: — 9— 
dy. — (0? rttydnı = 0, 


woben dad Elenient dx conftant genommen iſt, und wovon wit 


Integrale ſchon angegeben haben. Wird naͤmlich tem @ kt ı) sm 
gefept, fo erhält man 
yan (net -L Bet) [*+ k En +, 
k(®—ı) 2—4) 29) +4) 5. 
Baer Per Wer Fr Por a 7 
— (q eet —Ber et) KEN — en 


Kon On BE EN I. 
+ 31.4:6:8.10.c5 .J 
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Setzen wir nun Kürze halber 


= (a e°! + ße- °t) P— (a est — Be et) Q, 
{ wird, da 


— 21 2 R 
dt = xwitıdz oder dx— witrde iſt, 
wer +Be- et) (dP—cQdt), + (aet—Be-«) (cePdt—dOQ) 





I= 


ik 
oder yaktı ı dt 
u gect (ap A ePdt — * — eQdt) +Be—et(dP — cPdt + dd — Q dty 
dı — m I —,— 
.. \ ar 
Nun ift aber 
«Pr k'(k? — ı) K— 4) u 
— — k— — — 
At kim * «4.0: 
„ea Ben, v5 4. . 
—XRE san Ya! ken) en +, 


1) w—® on ——* VEDERER 
+ 4.6.8. . c4 FAtı 
alna+n ,, 
ecP — ct* — were ti⸗ 


k(k? 1) (k?— 4) de — 9) kA 0._ 
USE UT TUT Free 


. k(k®— ı) di k(k®—ı) (k®— 4) (k2 9) u. 
a. Mr. ntten 
und hieraus folgern wir: 


— ZZ | VL —F— a — J 
*7* dt .4. 6 





a, 


nn ,2,4.6.8. ot 
Pdr—dQ ea (k — a) 
= a — Km |. 
ag 2 .&.e t 24 
J— k(k? — ı) (k? — 4) (3 — 9). (k — 4) ur 
+ Tr .. 
r "2.4,6.8. u 


Um nun die Rechnung abzufürzen, feßen wir 


k e — ı) (k-4- 2) Bel “ 
nt neck ..c pn 
k,(k2 — ı) (k2 — 4) 





B-p-r 4 ee 


— 100 — 


ge tt u, | LEID Dtd 





u ru 
nn) ende =D) —— CE 
* T + 
na. ey ko 2), Fe 
R= ——— mer eo 
j ka) —)E—-d)k—H' J 
a er or 5 222 
kk-» 1, 6 RN) —N)(k— 3) 
sea. HT TE 
k (k? — 1) (k? — 4) (k® — 9) (k?— 16) (k—5) 
a 6 — 0.8 — p 
ſo daß FE 
dy __ (act + Rem ) (— e8) + (aeet — Bb-et) (cB) . 
dx LEE 
nr 


1% 
wird. Da nun u= * iſt, ſo iſt daß, bolhdamige Iutegrale un] 
rer Gleichung 


1 sk - “ 
= 77T (wett — Be- ct) R— (aect 4 Be—- et) 6 
ex um (aeet 4 Be— *) P — (aeet — Be— °) A od 


k 
Ir ze AR — S) — Be-et (R-+ 5) 


ae (P— Qy-+ Ber et (P +0)’ 
und weil das Verhaͤltniß der Conſtanten a: ß willkürlich iM fo iſt N 
ſes Integrale das vollſtaͤndige. . . 





zzufeg 2.0. . 
4. 957. Die vier Formeln für P, Q R, s, welche in jen 


| Sälen, in welchen k eine ganze Zahl bezeichnet, abbrechen, haͤng 
ſo von einander ab, daß man zuerſt 


dQ 
era, und = PK Lu dann ab 


‚dP+-dR= —— und are 
erSält 


3 u fa 5 1 EEE Ze 
$. 958. Wird alfo entweder ao oder B=o geſeh, 
laſſen ſich particuläre Integralien von der Gleichung 


— 107 — 
| — bh. 
darwds — ewige =io 
ı einer algebraifchen Form darftellen. Diefe particuldren Sntegralien 
nd nämlich: . 
a ok B-S 1a 0 —8-R 
exit'u=p_—-0Q un exıt'ua= "FrP 
iefe kann man in folgendem Ausdrude zufammenfaffen : 
1 sk — S+R. 


—yxrktı u= P7FQ' 





on Unmerfung ı, 

$. 959. gir die verfchiedenen Werthe der Zahl k ergibt A for- 
ohl Die Größe t, ald auch die. Größen P, Q, R,S, auf folgende 
zeiſe: es wird nämlich erftens für ko, t=x) P=i1ı, Q=o, 
=ı und So, bie. übrigen, Säle wollen wir in folgender Tafel 
fammenftellen: . 


D 1 . . j . 28 
k=— 13 =. — ke 1; _ t= 3r 
ı j . J— .. . 
1 
t 





J 3.5 

Pesto | P=t+— t 
RE " 6 83.5 

5 . ı.2B 

R- 443 R=t + t 


6 3.5 I - 3 
Ss. — U} j | U] 
M ei | c3 15 ‚s ce 





k=— 4; = kos4; 9x? 
x7 - . 

1 3.3 \ 3.3.5 3.54 
r=_ + 8 P=0 +24 
6 3.5 ‚10 3.5.7 

— — — 3 r 
entre... = -! ra 
ı 3.3.5 , 3.5.9 3.5 

I at rt 
10 3.5.7 6 3 j 3.5 
s—*5 s=.’T 

















k= —5; =) k=5;5 t= 11x 
’ x9 . 
te ν äα 
ar Q= Zu +70. 2m 
a er er 
te et 
k=— bj 12 — 
Pas 4 — + 
rt te 
En 


— a0 0 4.8.7.9 3.5.7.9 ’ 
str te 





k= 6; a 1 


— 2.3.5.7 5.3. * 7:9, 3. 5. 7: R 


— 100, — 
Anmerkung 2. 


$. 960. Wenn man dieſe Formeln näher unterfucht, fo ergibt 
ich eine neue Relakibn zwiſchen den Werthen der Größen P, Q, R, 8, 
welche darin befteht, daß ſtets PR — QS = ı* ift, auf welche Wahr: 
yeit man zwar zuerft Durch Induction geleitet wird, dann aber läßt fie 
Sch auch durch die ohen entwidelten Relationen beweifen. Denn wenn 
man die Werte | 


Re — 


d P 
cdt 


in den Gleichungen , 
ar 4 an IT m er +48 = 


ſabſituirt/ ſo erhaͤlt man folgende Gleichungen: 
sdp _ 329 — 2rPdt__25dQ ' 





edt t Dr T‘ und 
de P akQdt akap 
212 Trieb ueber Tu 


Multiplieirt man die erſte dieſer Gleichungen durch P, bie letztere 
aber durch — —Q, und addirt fie dann, fo erhält man: 


aPdP — 2Q0aQ + TU ER _ At p (9) 


>= (QdP'-- PAQ), 


"Nun fege man 


PP — M uw Ren, 
fo findet man ; 
k 
am Han =! (M-HN) ober AM HAN ahde, 


"M+N — 
und daher durch Integration 

„M-NMN Cur.,. 
Es iſt aber 


44 N=Pp[r—i2] — J — en — 095, 


: Übrigens ift einleuchtend, daß man für die Conſtante C die Einheit neh⸗ 
„ ten muͤſſe. 


Aufgabe ım. 


$. 961. Dan sRinme das vollfländige Integrale 
der Gleichung . 


N 


— 100 — 


dy-+-b2x iydmo 
folgendes Sntegrale: ’ 
y=(acoabt + Bein. bar + — - (ß cos. bt — asin.bıi) 








Beyfpiel 4. 
Cd 948. Man fuhe das Integrale folgende 
Gleichung: 


dy— 2x - ydx == 0. 


Wegen A = any PERLE SPEEU U HE Se 


® 


daß P= x» und QO = 3a = wird. Setzt man demnach 


t=— 3x 5, 


fo ſtellt fich das Integrale unter folgender Form dar: 
y= x (ae! + Bere) + (wert — Be- eh) 
Iſt aber ce? = — b*, fo wird man für die Gleichung 


dꝛy 4 br Iydr = =o0 
folgendes Integrale erhalten: 


° 


y= x3 (a cos.bt 4 ß sin. bt) — F (ß cos. bt — a sin, bi} 


Beyſpiel S. 
$. 949. Das Integrale der Gleichung 


8 
| , dey — cox 'ydr—o 
zu beftimmen. | 
Wegen A—=: iiB= — 3A 








3A 
und c= I, alfo 


be 
2 BA 2 3A Li. 
z—= Ax’ — 50 x?’ 4 Bat und demnach | 


N 3 - 1 
un Ft 





P=r+, 


2 0? 


Wird nun t= 5x? geſetzt, ſo erhält man das Integrale 
2 3 3 1 


— 101 um 
Iſt aber eꝛ — — be ‚ fo eitſpricht der Gleichung 


| y+b:x Sydı = 0. = 
gendes au: | Ä Ä 


= (* - u 17 * (a cos. bt re bi) 
| 4 ze «3 (B cog. bt — a sin. bt). 
Aufgabe 1000. 


$. 950. Man beftimme das vollfiändige Integrale 
t Differengialgleihung des zweyten Grades: 
—“ 
ayto; Franz, | 
obey keine beliebige ganze Zahl 7 eiänet. 


Seristuns 


— 1 N 


Sey Würze halber ta ck — ) kr, fo wird > 
— — E 
— 2— ak =). 


d wenn man ymetz fegt, und den Werth von 2 Bu gut 


ibe darftellt: oo. 
k_ Akte ta ur3. | 





= —R— 4 Breit Ci + Drei -ı u. 
‚ fih wegen A = —— dieſe Coefficienten auf folgende Art 
ſtimmen: 

—VVVV — — +9 30 
= skhn)e = 4(2k — ı)c ;‚D= 6Gak—ı)c Ba 


bſtituirt man diefe Werthe, und führt den Werth 


Pure ..— . 
en . ak — 1 tt, 
nn 


Idie Hechnung ein, fo erhält man | 
k . 
am, SI I 


act - 2.40% 


— R-AKD .]. 





2.4 6.c}t? 
Euler's Integrafrechnung. U. Bo. 11 


zum 102 cm 


oder auch J PR , nn 


k(k— 1) Ka ndon 
=5[:— et PEICEDREDE 


_ ——— 
4.6.05 + 2° 
Es wird fi daher das voDtändige Integrale der vorgel 
Gleichung auf folgende Art darftellen: 
' k Sr — * — 2) 
"(ke ı) (ah-+i4) ae a9 | ern. 
+ ne te Jet + Re 
Ä 1d-—ı) kW 1) (ad) (k3) 
ED ers 


„tb, 


. wo in beyben Reihen das Bildungsgeſetz der einzelnen Glieder 
ſelbſt in die Augen fälle, | 
"Bufag ı. | 
$. 961. vaßt man. alfo —(2k⸗1) — if, f 
gibt fich hieraus auch das vollftändige Integrale der Gleichung 
\ . , — _—z4k . ‘ 
4 beank n = ‚7de == 0; 
dieſed iſt namlich a] 
k (k® — ı) (k— 2) 
y„arıfı warn De: - +. 
k(k2— 1) (k?— 4) (k? — 4) 
— ne „Je onsc+ Bun 
_ Ka=n) | Kan my a-d 
rt IE 4.6. bw * 
00 — 1b) 
— ru Jemen 
Bufah no cm 
$. 952. Wenn k eine negative Zahl bezeichnet, fo laͤßt ſch ! 
Integration auf dieſelbe Weiſe ausführen; denn wird 


‚t= (ak ı) wutı 
gelegt, fo entfpricht der Gleichung 
—4 
d?y — crxaktıydz = 0 


— 405 — 


das Integrale: la WW J tt 
— Kolhe da ıy dk dein) et E 
= «fr. + TA Fo a Te anne 
k(k?—ı) (k®— 4) (E09) k- 

r — +. ] (ae + Be- ot) 
er i rn": Kae ar 9 u 9 
20t , rc: et 

k (k2— 1) (k2—4) (k2— 9) (k? — 16) (+5) 
— — 
Bufag 3. nn J 


$. 953. Auf biefelbe Art entfpricht auch der. Steigung 


1241854 


*54 ya = 0, 
2). .. Pa 


Bean t == (ak 4 1) —D Seſett wird, als —R Sie 
>er Ausdrud 





u N +), ar - 
ki}: . 
Ps ** 1 [+ - TITTT. be + . - . . 
K (A2 — ı) (k?— 4) (k?—9) (k 
en - ... | @ o0s. behBein. bi) 
k(k #ı) PN -Ha+» 
+ ık I - 6. 6.bses” EHRT: ; 
k YEHgye—ı6)-5) “ Syn" 
SEELE 07 — —. [@ cos. bt — asin. h tij. 
R.. . BE ir zu Fi: 4 tz 4. 5 J 
$. 954. Segt man in den Sermeln, welche Sinuffe und Eofinage 
nathalten sh 
a=C sin. 2 und B=C cos, dr N 


Brerueiren ſich unfere Ausdrüde fo, daß 

' a cos. bt + B’sin.bt = C sini(bt +2), und ' 
je ß cos. bt — a sin. bt =C cos. (bti4+-2) 

Wird, wo nur C ımd- 2 willkuͤrliche Conſtanten bezeichnen, wodurch das 
Batgralt zum volljländigen erhoben wird. . 

J Anmerkun g. 


g. 955. Wir finden hierin ein vortreffliches Mittel, die Faͤlle, 
richen die Differenzialgleichung des erſten Grades: 


du + u?dx + axsdx = 0, 


| . 1, * 
⸗ 

















— 104 m ‚ 

den Charafter der Integrabilität befigt, zu erfennen, und gzugleich die 
vollſtaͤndigen Integralien zu beſtimmen. Denn wird y„-  efeir ge 
fest, fo nee aus F Gleichung folgende:, | 
+ anıydı? = 0, 

und aus 8 biefer acheh umgekehrt jene, wenh man, u= I ft 
Da wir nun dad Integrale diefer Gleichung in ‚au Bälle beftimmen 
Fer * it, fo. werben wir 


auch in eben diefen Sällen das Integrale der Differenzialgleichung de 
eriten Grades angeben Fönnen, wo jedoch zwey Faͤll entwickelt werden 
muͤſſen, je nachdem nämlich a entweder eine negatiof oder eine pofitive 
Zahl bezeichnet ; je nachdem naͤmlich entweder a=— c? oder a=+b! 
iſt. Es wird ſich alfo der Mühe ſohnen, dieſe bepden E Bälle behandelt 
zu haben. on a 3 





könnten, in welchen ber Erponent n = 


Aufgabe 121. PP); 


$. 956. Man beſtimme das Integrale fotgensen] 
Sleichung; 


| x. 4 
du +. wdxr — axitıde—= 0, 
wobey k eine beliebige ganze pofitive oder negatinr 
Zap bezeichnet. | 


“+ 


Aufl 5 r ung. 
Wird u * geſetzt, ſo verwandelt ſich unſere Sleihung in 
flgende: — ©. PT u | 
ay — e⸗ —— = 0, Br" 
woben das Elenient dx conftant genommen ift, und wovon wi u 


Sntegrale fchon angegeben haben. Wird naͤmlich tm @ 14 ı) m 
geſetzt, ſo erhaͤlt man 
y en (a e°t + Be. et) [* PET ORT 
k("—ı) 2—4) (29) (k+4) 
Ge be ] 
— (ge°t — Be et) k (k + 1) _T 7 + k —— re (k-F3) vi 


ke ı) — ey) (ee 16) “+B - 
+ .4:6:8.10.c5 ums — ..J. 


— 105 mr 
. Gegen -wir nun Kürze halber 


F = (a e°! + ße- et) P— (a est — Be‘) Q, 
fo wird, da 
— ık sk 
dt = xtıde oder dx witide if, 
27 — (aest+Be- et)(dP—cQdt) + (aet—Be-et)(cePdt—dQ) 
Pe ak 


oder xehtrdt 


dy_ æeet (ap + opdt — a0 — cQdt) + —e— — cPdt + dQ—c Q d y 
dx 


‚en dt 
Nun er aber 
ap k w — ) (k® — —F 


— zu 200 
at ki + 2.4.6 


AR: BE HD 4.. 


.4.6.8 
BD) Kae) — (k +3) 
PD) Een, \ 
1a) —— ei} — 6) (k+5) ı 
+ 4.6.8. aus, 
—E k 
_— tn 
2.4.€C 
k (ke.sm ı) (2 — 4) rt —o0) (kA 
EEE vr SE IE Pr LG 


ar en ED IRI 


«<P = ctHi 4 








KK Tr Tr: 4:6. 
und hieraus folgern wir: | 
demegde,_ han „u; an NED u 
. dt :,- 3 4.6, . 
._ ken) gl —_» 9) es ft 
| 2,4:6.8.10.c ’ 
Pat —AQ :" en dka) 
= — — e——— -⸗⸗ 2* 
—— eu + T⸗ t 4 
.BKG -1) (k? — 4) (ki? — 9) (k — 4) 4 
— 
4 — —* 9 au JE 
Um nun die Rechnung abzufürzen, feßen wir | 
ee j 
Po — vw — — — — u⸗ 
* 2, A R gen: BE 
kr — 1) (ie 4) he — 9). 4 . 240 
+ 3.4.6. 8. ee RE 


— 7100 — 


kk+N ',_, "un MD Erd 
= 20 u 8 6. , ' 

my - ww Ä 

+ | nn —X 

k(k? —ı) ko) 





A= a er wer ar * or ty un | 
| KR) yHM—-)Aa—D,_ 
er — 
ki—n ,, |, G — ) 62 — 4 6 — 3) 
se, rn ne ne 
k (k? — 1) (k? — 4) (k? — 9) (®— 16) (k—5 Ä 
+ FT ern ren 
fo daß 5 | 
dy _ (aeet + Be- (— cS) + (aet — . Bo— et) (eB). .- 
di ak MM 
ir... “ ; 


wird. Da nun u= * iſt, ſo iſt das —X Integrale nf 
rer Gleichung 


— RE Ey EEE TEN 


(west + Be—- et) P— (aeet _ Be— °‘) ' 
aeet(R— S) — Be-ct (R-+S) 

aest (P — Q) + Ber et (P +0)’ 

und weil das Verhaͤltniß der Conſtanten a: ß willkürlich [) ‚ fo il die 
ſes Integrale das vollſtaͤndige. 


doder 





1 
exktı u 





3ufab 1.0 — 

| . 957. Die vier Formeln für P, Q, R, S, welche in jenen 

Falen ‚ in welchen k eine ganze Zahl bezeichnet, abbrechen hängen 
fo von einander ab, daͤß man zuerſt 

R und 8 = Q- — 5 dann abet 

4 akRdt 

erhält. 


. skSdt 
9 40 4 dS = —— 


3 u J a 49 s8. — | 
$. 958. Wird alfo entweder ao oder B=o gefept, ie 
laſſen fi particuläre Integralien von der Gleichung 


— 107 — 
lan 
"dat wds — exktdar=io 

; einer algebraifchen Form darſtellen. Diefe particuläten Sntegralien 
nd naͤmlich: 

ı _ık RS 1 a 00 —-8—-R 

exritiu—=p_Q ud oxtt: u —75 
eſe kann man in folgendem Ausdrucke zuſammenfaſſen: 

ı _ sk —S-+R. 


—yhtı u=" PrFQ' 


Unmerfung ı, 


§. 959. gr die verfchiedenen Werthe ber Zahl k ergibt ſich ſo⸗ 
ohl die Größe t, als auch die. Größen P, Q, R, 8, auf folgende 
Beife: es wird nämlich erftens für ko, t=x; ‚P=ı Q=o, 
1 und So, die. übrigen, Bälle wollen wir in folgender Tafel 
fammenftellen: 


+ , 1 u u _ " ‚ sı 
k=—ı; t=—- . km 1; _t=3r 
x . . . ' 


3 —XRX— — — 


al, 









k=—4 7 
„tm — - 
P ka4; t=9x° 
P=_ °.5 *8 | 
te + c2 16 P=zt+ 2 "+ na 
6 3. z BL 
= ı+— | > 3.5 ” 
| er. Q =-?+77% 
Rn + 23.5, 235.7 3.5 
y A A 7 R tt 4 _ 12 
8—4 
ce 18 c> {7 8 
k= —5 9 
vr — k 
| “= 55 = 11x" 


3.3.5 3.5.97 





P=_ + ___ 2.77 3 
rn er — 4 — pP +:Ie 439735 
es 





3.5. 3.5.7 . . 
= —ew ee Q - u 7 v + en 
Ro! + 8.5.7 _ 35.7 ' ' j 
——— Ti — ——— — . 9 | 
“ et cs 19 R v - * i⸗ * 
2) 


433.7 3.5.7 3.5. | 
ce 3 t 


er ts 











«3 110 c 
k=— 6; ts — 
ss 
3 3.5.7 3.5.7.0 0 


_.5 , 4.3.5.7 , 3.5. 
Q + 
112 
Ro _ 5.3.5. . 
to * — ce” te + | c* ern 2 +- erg _ 


c6 gı2 





kb; = 135* 


— 3.3.8. an 
P=v + u Er dere 9. 
= 2, + 427 9 13 3. 7, 9-1 
c c>’ + t 
ner rn 


169. — 


Anmerfung 2. 
G. 960. Wenn man diefe Formeln näher unterfuht, fo ergibt 
sch eine neue Relakion wiſchen den Werthen der Größen P,Q, R, 8, 
welche darin befteht, daß ftetd PR — QS = ık ift, auf welche Wahre: 
heit man zivar zuerft durch Induction geleitet wird, dann aber laͤßt ſie 
ſich auch durch die ohen entwickelten Relationen beweiſen. Denn wenn 
man die Werthe 


x 


ap 
cedt 


in den Gleichungen 





dP +aR „ana und er +45 25 
ſuabſtituirt, fo erhält man folgende Gleichungen: 
sad er = 57 


Multiplicirt man die erſte dieſer Gleichungen durch P, die letztere 
aber durch — Q, und addirt fie dann, fo erhält man: 
sPdP — 204Q He 09) 


— X — PAQ) 


"Nun fege man’ 
P—-Q@—M und gar nag 
fo findet man ! en, 
am Han dt um onen EHEN akde, 


j M+N 7 
und daher durch Integration 


‚MLN=Cw, 
Es iſt aber 


un e e[?- =1- ofe-]- —= PR 095, 

\ +, übrigens ift einleuchtend, daß man für die Conftante C die Einheit neh» 

je müſſe. 
Aufgabe 22. 


N 


$. 961. Dan dRimme bad vollfiändige Integrale 
er Sleihung . | 


— 170 — 
Ak, 
du + wdx + b: zitrdymo, 
wenn k eine beliebige ganze, pofitine oder negatin 
Zahl bezeichnet. , un BR, 


Wutöfunge 
Wird u = —.gefeßt, fo verwandelt ſich diefe eidg h 
folgende: 


— 4k j 

. d?y 4 bxyrktıydx: — 0, | 
wenn dad Element dx conflant genommen wird; dad Integrale diefe 
Gleichung. ift fchon ‚oben angegeben worden, wir haben nämlid fir. 


t=(2k-+ı) an oben 953, 954) gefunden: 
— k(k2— 1)(k +3) _ 
y=C [*— — .Bn u 
k(k2?—ı) (k k2—9) (k ⸗ 

4 (k2 2a ern +4) u... . J . @t+3 

40 I —1 ——— re J cos. (bt-K2), 
wofür wir Kine halber fchreiben wollen: 

y=CPsin(bt-+2) + CQcos. Bir 2). 


Weil nım 
— 21 ak 


dt = rtıdz oder dx — xtide 


ift, fo erhält man 
dy__ C(dP—bQdt)sin. Br Fe rbr ihnen bi+d,' 
dı 





Er dt 
und daher, weil u = — z if: | ' F 
* 


an dt[P sin. (bt-+£) 4 Q cos. (bt + 0] 
Segen wir un 
dp 
PR und =, 
damit man erhält 


_ Rcos. (bt — S sin. ber 
—-Pp sin. (bt+5) + Q cos. (bt+%)’ 


m 717] -Spme 





wi k(d@— 1) k-+3) 
— 1 2 . 
P = ık — — uni RE 
il | + k(k®— ı)(k2 DE Hy+h 
F 2.4.6.8.b. me 
— KA) Keks — +3) 1 
= —⸗ — 4:6. bb | 
ke _ pa +h 
— —— r a So. 
_ kA2—1)(k—2) „_, | ' 
uber vr ee es 
12 — ı)(k2 k? — en, 
> a tern 
S _ KUN y  LEDEZHEZDN 1a | Bu 
ab .4.6.b3. Fun 
| kur de MEEDR EINEN N Ä 
+ .4,.6.8:10.bs 4 


amd dieſes Integrale i das volltänjge, weil wir den Winkel 2 in Die 
Rechnung eingeführt haben. 
Zufag ı. 
G. 962. Die Werthe der vier. Groͤßen P, Q, R, s hängen dem» 
nach ſo von einander ab, de man zuerſt 


erhält, dann aber erhellt auch, daß 

kRdt 
AP F-IR=—— um dQ+dS- 
feyn werde. 


dP 
bdt 


kSdt 





Zuſatz 2. 
6. 968. Hieraus folgert man aber auch, daß PR+Q s- = ea 
ſeyn werde, welche Gleichung fi) aud) aus den Kormeln der vorherge⸗ 
henden Aufgabe ergibt, wenn 2 — — be geſetzt wird, denn dann vers 


wandeln fih Q und S in QvV-ı und SV-—.ı. . 


3uf a tz 3. 
| $. 964. Diefer Fall unterſcheidet ſich von dem vorhergehenden 
‚mc dadurch, daß ſich hier Feine particulaͤren Integralien in einer al⸗ 
gebraiſchen Form darbieten; denn was man auch immer für einen Werth 
dem conftanten Winkel 2 beyleg-n mag, fo enthält das Integrale doch 
immer den Sinus und Coſinus irgend eines Winkels. 


7* 


— 172 — 
Anmerfung ı 
$. 965. Da alfo der Gleichung 


— ik 
du+rwdx + brii'dı=o, 


wenn t = (ak 4 ı) zektı gefebt wird, das volljtändige Inter 


he sn — R cos. (bt +5) — S sin. (bt + 9) 
b 


zugehört, fo ergeben fich für die einzelnen Werthe der Zahl k d 
the für t und P, Q, R, 5 auf folgende Art. Erftlic wird für 
P=ı1, Q=o, R=ı und S=o, undt=x, fo daß man 
Integrale die Gleichung 
| ı __ cos.(bx + 9) 


b sin.dbır+rd 
erhält. Die übrigen Bälle enthält nachftehende Tafel: 


ko — ı; = — 1 k=ı;: t=3 





k=—4 t=-77 ko=4;, t=gx 
.. x? „N . 

_ 1 3.5 = 3.3.5 ‚3.3. 
= Be Pav— Tel 
6 3.5 10 8.5.7 

d __ _ II _t3 — 
z u H⸗ te. Q “ bst 
1 3.3.5, 3.5.9 3.5 _ ” 
Am nt yT) Rat — t⸗ 
10 = 35.7 6 3.5 
= — = m 
> bts b> t? =, Br j af 


17 M ir 





P 

— 15 #4: 3.5.7 

Q — 7577 7 b> t9 + * tui 
— 1 2. 3.5.7 5.3.5.7.9 9.527:9;11 

I. Out ba tı0 — bs tur 

. 4.5.7.9 3.5.7.9. 

St te 








k=6; to a3 





5,3.5.7.9 3.5:7.9.18° 
h2 t + ba t 1 
a 4-5.7:.9 3.5.7.9.1 
= —v st + * t 
3.5.7 3.5.7.9 
R=t — n + ” 2 
15 4.3.5 7 3.5.7 9 


Anmerfung = 


$. 966. Da gefundene Integralausdruck bietet und ein 
bar, die vorgelegte Gleichung 


—4k 


| du - wirt Amtidemo 
auf eine einfachere Form zurückzuführen. Denn man ſetze et 


:sk — 22 = 






aktı 








gut: u=sv dr u — x vr 
fo wird man erhalten | ” 
— ık ak —4k—ı -4 
it: DER ea su tı- „; aktı 02- ee, 
dv Kr x vdx 4 x v2dx 
. 46 
. op. karktı dx md 
oder . ‘ . " 
nn + a vdx — _:h = V 
— F aktı 2 sktı — ' 
dv ar rs vwd<tAx dx o. 
Sept man ferner t= @u+ 1) ſo wird 


—ık ' j PP} 
dt 1 dx 
dt it dx und — = -—.-, 
u t ak-+-ı x 


alfo erhält man 


dv — art 





- dt 4 Adt o. 


Überdieß ſey v = + 2, damit man habe 
kat . .:  aktdt akzdt k?dt skzdt 


ge Hide rt 
+ 2dt -Adı=e 








k(k+ı)dt 
12 


-dz + dt — +Adto=o, 


weldye Gleichung demnach integrabel wird, wenn k eine ganze Zahl iſt. 
Aufiähnliche Art läßt ſich auch die Gleichung | 
du udx HArndı=o 
allgemeiner auf folgende Art transformiren: 
Wird uxtv und v=2— !ay ımı geſetzt, ſ⸗ erhaͤlt man 
de 4 x X + Z2 (A +2) „i=20x 4 An-Adıoo, 
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wird ferner 
XR gt oder At: = (+ n 
izt, fo geht die legte. Gleichung über in’ folgende:. : 


n— sl n— al 


Al dt 
+zd+ Term LAQLı) tt At do 


Diefe Gleichung iſt integrabel, wenn n= u * iſt, und daher 


Ten ſich unzählige Gormen darftellen, wenn man der Zah —X iebige 
erthe beylegt. Wird 1=—ı genommen, fo findet man tel x und 
dz+ z2dt —; dt + Aeetntdti—g,n.. 


11 d cc, 
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K apitel VIII. 
Von der Auflöſung anderer Differenzialgleichungen des zweyten 
Grades mittelſt unendlicher Reihen. 


Aufgabe 123 Bon 

$ 967. Die allgemeine Form jener Differenziah 
gleichungen des zweyten Grades, welche ſich begüd | 
mittelft Reihen auflöfen laſſen, darzuftellen, und ihn 
Sntegralien aufzufinden. 


Auflöfung. 


Erftlih fann man nur jene Gleichungen bequem mittelſt Reihen 
auflöfen, bey welchen die eine Veraͤnderliche y mit ihren Differenzialien 
dy und d?y nicht mehr als eine Dimenfion hat, weil wir durch di 
Subſtitution einer unendlichen Neihe für y auf zu mühfame Nechnum 
gen ftoßen würden, wenn irgend wo höhere Potenzen vorfämen. Die 
ley Sleichumgen find demnach unter der Form “ 

d2y + Mdxdy + Nydx? = Xdx? F 
enthalten. Damit aber dann jedes Glied der für y angenommene 
Reihe bloß durch das unmittelbar vorhergehende beflimmt werde, 
ches der merfwürdigfte Fall der Auflöfung ift, fo müſſen rüdfichtlid ! 
andern Veränderlichen x nur zweyerley Arten von Gliedern in der Glei 
shung erfcheinen, wenn wir die Dimenfionen, welche x mit feinem Dif 
ferenziale dx enthält, berüdfichtigen. Läßt man demnach anfangs ix 
Glied Xdx? außer Acht, fo haben die auf diefe Art auflösbare 
Sleichungen folgende Form 


x2(a+-byr)d?y + x(c+ex)dx dy + (f+-gw)y dr 

Um nun die Auflöfung biefer Gleichung zu erhalten, nehmen X 

an, daß 
y- Axt 4 Bxitn + Cyiten + DyA+3n + 

fey , und dann muß nach gehöriger Subftitution die folgende Sunia 

von Reihen verfchwinden: 


zum 177 m 


— 4 — --(A-+an)(A-Fan—ı Carte, 


.pAQA—ı) Ab + (An) A+-n—ı)Bb 
-AAc -+(-n)Bc -++- (A-Fan) Ce 
+-iAe ‚, +@A+nBe 
Af Bf +Cf 
+Ag +Be- 


Es muß alfo zuerſt der Erponent ° fo genommen werden, daß 
AR—ı)a--rc+tf=o 
ird; dann aber muß man für die übrigen Coefficienten fepen 
(An) (a--n—ı)a-+-(atn)c+f]B=— [ARr—ı)b-Lre-kg]A, 
| [A +an)(A+2n—ı)a-F RA-F2n)ce+f]C = 
= — [A+nD@+n—ı)b+@+n)e+g]B, 
- [a +32) (A -+3n—ı)a-+(t+3n)e - fI ) 
= — [R+an) @ +2n—ı)b+(R+an)e+g] C 
Da nun alfo DE 


ArRr—ı)atric--f=o 
t, fo werden wir, wenn Kürze halber 
AR—ı)btretgm=h 
efegt wird, folgende Gleichungen erhalten: 
a(n-2aa—ı)a+nc]B= —hA, 
an(an+ 22 —ı)a+2nc]C=—[n(n--3?—ı)b--ne-+h]B, 
3n (3n + 3% — ı)a-+ 3nc] D:=— [2n (2n-+32—ı) b-+2ne-+h]C 
ꝛe. ꝛec. 
Weil alſo, wenn nicht ao iſt, für A zwey Werthe gefunden 


erden , nämlich 
a—c+ Vla— eo)? — Zaf 
2a ‚ 


A 
verhält man zwey Reihen für y, welche auf irgend eine Weife mit 
Inander verbunden das vollftändige Integrale der Gleichung darbietheii, 
| Andere Auflöfung. 
Wenn die Gleichung 
&a--be)dy-x(ietexw)dedy + (f-+gu)ydı = o 
Iingelegt ift, fo Fann man auch umgekehrt folgende Reihe annehmen : 


yaaArı 2 Bean 1 cyan L DAT. ,,., 
Euler's Integralvechnung. IL Bd. va 
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woraus man durch die Reduction auf o erhält: 
+A—ı JAbst® +Ad—n)Qd—n-ı Bbx O—an)—an—1)Chi”". 


+i(0A—ı)Aa + (—n) A—n—ı)Ba 
+iAe + @&—n)Be + (A—an) Ce 
—AAc + (d—n)Bc 
+As tBe +Cg 
+Af +-Bf 
. Hier muß man alfo den Erponenten A fo nehmen, daß 


aR—ı)btrerg=o 
wird, und wenn wir dann 

AAR—ı)atrc+tf=h | 
fegen, fo ergibt fi die Beftimmung der Coefficienten aus folgend 
@leichungen : 
n[(n—22-H ı)b—e]B = — hA, 
sn [(an — ar -+ı)b—e]C=—[n(n—2A+ı)a—nc+h]! 
3n [(da— 22 + ı)b—e]D= — [en (2n—2r-Lı) J 

ꝛe. ꝛc. 


Zufag ı 
6. 968. Bezeichnet k eine ganze pofitive Zahl, fo wird die t 
der erften Auflöfung angenommene Reihe irgendwo abbrechen, wenn 
kn(kn- 22? — )b-+-kne+-h=o oder 
(a KD) A $kn— ı)b-@A-+kn)et-g=o 
wird, das ift wenn 
A2b A(ↄkn — ı)b-+- kn(kn — u zo 
. ie + kne+g Son 


3ufaß a. 
F. 969. Unſere Sleihung läßt alfo die Integration zu, wenn | 
Groͤßen f und g fo befchaffen find, daß 
f= — Ar —ı)a — ic um 
g=— (A-+-kn)A--kn—ı)b — (A-+-kn)e 
wird, oder wenn zwey Zahlen „ und v fo gewählt werden, daß »— 
theilbar wird durch den Erponenten n, und wenn dann 
f= — ua—ı)a — pc und 
g = — vw—ı)b — ve wird 
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Zuſatz 3. 
$. 970. Weil demnach 
a—-cetVa—co®—A4af „ 


nm, CI 32a 


bet vE=F=i 


# fo wird die Gleichung ein aigenn aiſches Integrale haben, wenn 
v — a—kı iſt, wobey k eine ganze poſitive Zahl bezeichnet, das 
iſt, wenn 

e_ ex Vor —hbg T Va-c% — af, 


kn = 2a — b T > Fo 
Zuſatz 4 
$. 971. Wenn es ſich ader bey der Beſtimmung der Reihe ereige 
at, daß der Erponent ° imaginär wird, fo ift zu bemerfen, daß 


etPVZ xä eßVZı.lz za (cos.ßlx + V— ı sin.Blx), 


md daher wird man die beyden Reihen fo verbinden fönnen, daß dad 
Integrale eine reelle Form erhält. 


Anmerkung. 


G. 972. Beyde Auflöfungen im Allgemeinen betrachtet geben eine 
Ioppelte Reihe für die Veränderlihe y, weil der Erponent A zwey 
Werthe hat; die Verbindung beyder Neihen gibt das vollftändige In— 
tegrale. Die erfte Auflöfung gibt nämlich für den Erponenten ? fol- 
gende zwey Werthe: 


a— c+Vl — 0)? — 4af 
Az —— ll 5; 


3a 
Mr zweyte Auflöfung dagegen gibt 
be EVb—e®—4bg 
Am — [0000005 
ab 


—*X alſo auf dieſe Weiſe das vollſtändige Integrale auf doppelte Art 
Mmögedrückt werden kann. Sind gleichwohl dieſe beyden Formen ſehr von 
einander verſchieden, ja ſchreitet auch zuweilen die eine nach imaginaͤren 
krponenten fort, waͤhrend die andere nur reelle Exponenten hat, ſo 
ind fie dennoch für gleichgeltend zu halten. Ja es kann ſich fogar ers 
innen, daß die eine Auflöfung oder auch beyde zur Darftellung des 
olftändigen Sutegrales untauglic) find, wenn fie nur eine einzige Reihe 
arbiethen. Diefe Unbequemlichkeit kann bey beyden Auflöfungen auf 
12 * 


um 150 


zweyerley Weife fich ereignen; bey der erften Auflöfung nämlich, bey 
welcher man den Erponenten A aus der Gleichung 
2a —ı)aTac+f=o | 
beſtimmen muß, ergibt fi) aus diefer nur ein einziger Werth für % 
wenn ao, oder wenn Jaf= (a— c)? iſt. Im erſtern Falle wird. 


bloß = — =, während der andere Werth von 2 gleichfam ins Um 
endliche übergeht. Im letztern Balle aber werden die beyden Werthe 


von A einander gleih, nämlich A = —. Diefelde Unbequemlid-. 
beit findet auch bey der zweyten Auflöfung Statt, wenn entweder b=o 
oder 4 —= (b— e): ift. Hieraus leuchtet nun die Möglichkeit. ein, 
daß die eine Auflöfung eine folche Unbequemlichkeit darbiethet, während 
dieß bey der andern der Fall nicht ift, ja daß fogar beyde Auflöfungen 
auf diefelbe führen. Es wird deßhalb zweckmaͤßig ſeyn, zu zeigen, wie 
- man auch in diefen Fällen das vollftändige Integrale fuchen muͤſſe. 
Ferner wollen wir auch den Fall anführen, in welchen beyde Werthe 
von A imaginär werden, und wo zur Befeitigung der imaginären Forn 
ein befonderer Kunftgriff erforderlich ift. Endlich biethen aber auch bie 
beyden Reihen, die für y aufzuftellen find, Schwierigfeiten dar, fo 
oft die beyden Werthe von X eine durch den Erponenten n theilbare 
Differenz geben. Die Entwidelung diefer Bälle verdient eine weitges, 
Audeinanderfegung. 



























Aufgabe ı24 
$. 973. Wenn die Differenzialgleihung des zwey⸗ 
ten Grades 3 
 xzt(a+-bse)dey x(e P ex) dxdy + (+ gx)ydxt=o 
vorgelegt wird, und ed ereignet fich, daß die beyde 
für y angenommenen fleigenden Reiben entweder im” 
eine gufammenfallen, oder Daß einederfelben unmöge 
lich wird, das vollfiändige Integrale durch Reihen 
darzuſtellen. 

Aufld fü ng. 

Nimmt man die Reihe 
yoaaxtı But 1 ct ı Dtm ,,,, 
und es ereignet fich, daß die beyden Werthe von A, welche ſich aus der 


. 


zum 154 m 


Bleichung Ä 
a—ı)aric+fm=o 
ergeben, entweder einander gleich werden, oder eine durch den Erpos 
zuenten n theilbare Differenz darbiethen, fo wird der Werth von y au⸗ 
Ger den Potenzen von x auch noch den Logarithmus von x enthalten. 
Um num zur Auflöfung unferer Gleichung zu gelangen, fepen wir ſo⸗ 
seid y=mu-vIiHx, ſo daß y=u+ rix-+ av werde, wobey 
a irgend eine conſtante Groͤße bezeichnet. Man wird demnach erhalten 
dy=du- vis + dviKx um 


ya dın (| 2drdv adrar. —_ [E + @rviKx. 
Werden nun diefe erth ſubſtituirt, ſo wird unſere Gleichung 
folgende Form erhalten: 
x! (a--bx* )dtu-1- 2x(a-4-bx®) dxdv — (a+-bx") vdx® 
| —+ x(c-Lex) dxrdu--(c-+ex") vdx? 0: 
—+- (f+-gx") udx? ⸗ 
+ ſx⸗ (tie )dert x (c-Hex®) dxdv-+-(f-4-gx*)vdx2]IHx 
Se muß der lebte Theil, welcher den Logarithmus enthält, für fi 
. Wei Null gefegt werden. 
Man ehe daher 
7 AxMBAVn I chen L pt .,,, 
* gebe dem Exponenten A aus der Gleichung 
ArR—ı)atric--f=o 
jenen Werth, welcher auf keine Unbequemlichkeit führt, ſo erhaͤlt man 
ir die übrigen Coefficienten, indem man 
| »,a—ı)brrerg=nh 
et, folgende Gleichungen: 
[a +2? — ı)a-ce]B-+hA=o, 
[aa + 3a —ı)a-+cjC+[(n+22— ı)b+e]B+hB=o, 
(3n-+ 2? — ı)a+c]D-+ 3 [(an +22 —ı)b-te]C+hC=o, 
[4a +2? — ı)a+c]E+3[(3n +2? —ı)b+e]D+hD=o 
ꝛe. ꝛc. 
Hat man auf dieſe Art die Coefficienten beſtimmt, von welchen 
ke erſte A willkürlich bleibt, fo ſetze man 
a= A + Axt 4 Bn 4 EyxAt2n + Dxitsn 4... 












.. 
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u; 
[3 


’ Reigen verfchwinden: 











—NrxWird mn biefßr Werth in der eriteren @leigung dit Werfür v gefundenen Steige fubftitulfe, To 


(a be) + 101) Aus + Atn)(atn—ı)Baxıtn 4 (aten)(atenm—ı)CatmL,.. 
+ x(c+ex)S2 | LAQR—ı)Ab + A+n)(A--n—ı)8b 
HAM + A+n)Be + A+a) Ce 
+ (f+gr)d - —+- Ale Ä + (A-n)Be 
+ & KBr'T; | + 6 
+ Ag + Bs 
+ arAa + 2(%-+-n)Ba —+ 2(%+2n)Ca 
+A(c—) -t a2rÄb + 2(%-+n)Bb 
+ B(e— a) + C(e—a) 
+ A(e—b) + B(e—b). 


Weilnun aber AA—ı)a-rc+f=o und ARr—ı)btretg=nh- 
it, fo wird diefer Ausdruck folgende Form annehmen: 


x (a-bx — + x(e+en)Z = + (+ gw)A 
ler nate]las! + [(en +32 — ı)a — + [(Ain+22—ı)a a-pejoxAten 


—+ [(ea2— ı)b-te]A | H [(2n-+2%— ı)b-Fe]B 
+ n [(n +22 — ı)a--c]® + 2n[(en +2? — ı)a+c]C 
+ nhX |  tn[n+ 23 — ı)b+e]® _ 


4 nh%, 









| me: 185 mem 
bey A jene Slider bezeichnet, welche der Reihe 
AL Bit L..,. 
raußgehen müffen, fo daß, wenn man rüdwärtd geht: 
Ku... 4 12F58. 
Wie nun dieſer Anfang der Reihe in jedem Falle zu nehmen ſey, 
wen folgende Vorſchriften. 
L Diefe Anfangeglieder fönnen nur dann genommen werden, wenn 
(A—kr)(a— En — i) a + — kn) 50 


Da alſo 
AR—ı)atrc+fm=o, 


’ ‚fo ergibt fi hieraus: 
A == kn T 
un aber ift 


a— 0 - Vezet—dat 
aa 


ae + Vazer def, 


em —— [000002 


Dieſe beyden Werthe konnen der dieichamg nicht entſprechen, wenn 
ht im erſten Werthe das Wurzelzeichen negativ, im letztern aber po⸗ 
9 genommen wird. Werden aber diefe Werthe einander gleich ge⸗ 


t, ſo wird 
kn= - Va): — haf oder 


kn?a — (a — c)? — Aaf, 





48 
aus, *kn. 
f 3a 
Sf demnad) die vorgelegte Sleichung fo befchaffen, daß 
kna= VYla—c)? — zaf 


d, und man nimmt 
a—c 
A [ en) a 
22 + -kn, 


und daher f= a _ zkın2a, 





v aber die Reihe 

v=Aı Bet... 
nuß die andere Reihe u auf folgende Art gebildet werden: 
spa)... + aan YA Ltr ext... 
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Hier haben wir nun den Fall, wo die beyden Werthe, von A, 
welche aus der Gleichung J 
aAAa—ı)atrtc+fif=o | 

gefunden werden, eine durch n theilbare Differenz haben, wobey be 
merft werden muß, daß die Reihe für v mit dem größern Werthe von, 
N, die Reihe für u aber mit dem Fleinern Werthe bon A beginnen 
müſſe. 

iſ II. Die Anfangsglieder A fönnen nicht Außer At gelälfen wer⸗ 


den, wenn nicht 
(21 — 3 +-c=o 


ift, in welchem Kalle 2? = -—— wird. Hier haben wir alfe den 
Sall, in welchem die Gleichung 
AAR—ı)Jatıc+f=o 


zwey gleiche Wurzeln gibt, und daher if f= “ — Es iſt ap 


diefer Sal in dem vorhergehenden enthalten, wenn dort Lo ge 
wird. Auf diefe Art Taffen ſich daher jene Faͤlle auflöfen, in welden 
die beyden Werthe von A entweder einander gleich werden, oder en, 
durch den Erponenten n theilbare Differenz geben. So findet men 
nun dad volftändige Integrale durch zwey fleigende Reihen v und « 
ausgedrückt, von welchen die erſtere, naͤmlich v, mit Ix multiplicht 
wird. 











Zufap ı 
F. 974. Wenn alfo in der vorgelegten Gleichung die Eoefficien: 
ten. a, c und f fo gebildet find, da A —p und A =—=a — kn di 
beyden Wurzeln der Sleihung AAR—ı)at-rc+f=o fin, 
woben k eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fo wird das vollftändige 
Sntegrale folgende Sorm erhalten: 
y=u-tar-+ vlx 
3ufaß 2 
9. 975. Hier aber laſſen fich die beyden Größen v und u aus den 
Gleichungen 
I. 2(a+-be)d®v--x(c+tex)dxdv-- (f+ gx)vdx: == 0, 
I.x?(a+-bs")du--x(c+tex)dxdur(ftge)udx?), 
+ 2x(a+bx")dx dv — (a+bx’)v am 
+ (cthexı)vdx? 
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io beftimmen,- daß man 
ne — Ax® + Bxetn ı cyetan 4 DxBBP... 
a 2 Aıp—ın L gyp-intn | Eye knfan D —kotdnL , 


Werden nämlich diefe Reihen fubftituiet, fo kann man dann alle 
Soefficienten aus einem einzigen beftinmen. 


Anmerfung. 


»..% 976. Nimmt man alfo den Logarithmus von x zu Hülfe, fo 
Saun man in den Fällen, deren wir bisher erwähnt haben, das voll- 
Bändige Integrale der vorgelegten Gleichung mittelft Reihen, die nad) 
en fleigenden Potenzen der Veränderlichen fortfchreiten, darilellen, 
Dahrend ohne diefen Kunfigriffen bloß ein particulaͤres Integrale ges 
Panden wird ; denn wenn die Sleihung AA — ı)at-ric+f=o 
wen Wurzeln hat, deren Unterfchied durch den Erponenten n theilbar 
AR, wenn nämlid A= a und A= a — ka ift, fo kann, nach der 
fern Methode, bloß die Reihe beftimmt werden, weldye mit der Po⸗ 
gan; x beginnt, denn wenn man die andere Neihe, deren erfted Glied 
up in ift, für y nehmen wollte, fo würde der Coefficient irgend eines 
licded unendlich werden, und daher würden auch alle folgenden un: 
dlich ſeyn, welcher Übelftand jedoch durch die Einführung vom Logas 
ihmus x glüclich befeitigt wird, Es wird alfo gut feyn, den Ge: 
diefer Auflöfung durch einige Beyſpiele zu erläutern. 













Bepfpiel ı 
F. 977: Das vollfiändige Integrale der Differen- 
jialgleihung des zweyten Grades 
xd?y 4 dxdy + gxıyd? =o 
uch fleigende Reiben darzuftellen. 
Reduciren wir diefe Gleichung auf unfere Form, fo erhalten wir 
x"d?y > xdxdy + gwydx? = 0, 
ap a=ı, b=o0, c=ı, e=o und f=o ift, und daher 
RA—ı) Hr=o oder ??=o, fo daß alfo die. beyden Werthe 
nder gleih und = o find. Wird daher y=u-—av-t rvix 
t, fo muß man folgende Gleichungen auflöfen : 
L.x2dv + xdxdv + gevdx® =o 
I xdu + xdxdu + grudx\ _ 
+ axdıxdy } — 


mm 1080 —⸗ 
Setzen wir alfo 
| ., v=A-+Br + Cx" + Die... um 
u=4A+ dr + Ex" 4 Die... 
fo gibt die erftere Gleichung: 











n(n— ı)Bx-+2n (2n— ı)Cx"--3n(3n—ı)Dx®-L.. 
+ nB-+ 2nC —3nD (> 
tAs+rBs +08 

und daher wird 
Ag „_-—Bg _=-0% —Dg, 

B = ns ) C = ine’ Da 755/ E = 160° 


Dann aber ergibt fi) aus der zweyten Gleichung: 
"8x2 - An?Cx= Lg9nDdıe ı. .. . 
+4 +% +€%s —1 
4 2nB + 4nC + 6nD 
und hieraus folgern wir: 
8-4 _2B cd _ 2: nn. _ aD 
ns 


! send — — 


n .4n? an gn? 3n- 








Hier aber können wir mit Sicherheit Aco feßen, weil die Gl 
ber, welche aus A entftehen werden, in dem Ausdrude av enthalt 
find. Da nun alfo 

—_— A A — Ass A 
B= — ‘= — ar D= AR, ; E= IE 
fo wird man folgende Werthe erhalten: 

— 24g aA — 6A" 





— 6Ag aAo3 — 22 A ge 
= Bu were 2.3. 1. 4. 9. n7 
E— ————8 aAgt — — 100 Ag? 
"73.3.1.4.9.16.0 4-1.4.9.16.n9 ° 2.3.4.1 .4.9.16409° 
5 100 A g$ 248g* ___\ 548 A gs 
72.3.4.1.4.9.16.25.n21 + 5.1.4.9-16.25.nt2  3.3.4.5.1.4.9.16.25. mul 
und fo ergeben fich nachftehende Gleichungen: 
aAg 22 Ag? 
n3 ı.8.n5’ Den am 
— 548 A gs — 2 20V 
1.8.27.64.n9 ’ = 1.8.27.64.125.n1” 1.8.27.64.195.216.n43° 
- wo jeder der Zähler, e, b, 22, 100, 548, 3528,... ſich aus de 





[4 
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eyden unmittelbar. vorhergehenden nad) folgendem Vuldungogeſeh 
agibt: 
„>33 — 10} 2 =5. b— 4. 2; 100 = 7.22 — 9. 6; 
B48 = 9.100 — 16.22; 3528 = 11.548 — 25.1005 . - » 


Beiglich wird fich das Integrale unter folgender Form darftellen : 





- Ag _ 6A En 22 A 931 y3n 100 A gt 
- —  — —— — — An o“.. 
r= Free 1.8.n5 — TA* + 








Rn 8 un —ön 8* 
+4 [3 *7 ee )Ie 
n a8 30 ar" _ 
+. ı * * 7749.06 = + 1.4.9.16. rose ‘ 
Io die beyden Größen A und a willfürliche Conftanten bezeichnen, 





.. ’ \ 


Bepfpiel a. 
. 978. Das vollfiändige Integrale der Differen- 
zialgleichung ded zweyten Grades: 
x (1 —-2)d®y— (ı-)dxdy+ xyde mo, 
durch fteigende Reihen darzuftellen. 
Führen wir dieſe Gleichung auf unſere Form zurüd, fo erhals 
Jen wir: \ Ä 
BE: ga (( — x) dy— x(ı-x)dxdy -xydr? = o, 
daß 1—2, a=ı, b=—ı, c=—ı, e=—ı, f=o und 
Si wird, und daher A=o und Aa die Wurzeln der Gleichung 
AR—ı) iA =0 
d, deren Differenz; durch n=2 dividirt, ı zum Quotienten gibt. 
sd alfo y=u-tav--vix gefept, fo muß man nehmen 
v=Ax: + By +Cyx° +- Dxs +... um 
um 4 4 Br + Ex! + Di - Ex + ..., 
Welche Reihen aus folgenden Gleichungen zu beftimmen find: 
I. 2 (1 - 2)” v— x(ı-x)dxdv + zvdx® 0, 
U 2 (1 — x2) u— x(ı -w)dxdu-t Fe = o 
+ 2x(1 —x2)dxdv — 2vdx? " 
Es wird daher für die Beſtimmung der erſten Reihe 
2Ax? + ı2Bx® + 30Cx° + 56Dx:-+ ..‘\ 






— 24 — 1ı2B — 30C +... 
— 24 — 4B — 60 — 8D—..1=9 
— 3A. — AB — 60 — .. 


+A +B.+ 0.. 


\ | — 188 — 
und daher iſt . 
2.4.B=ı.3.A, 4.6.C=3. 4 B, 6.8.D=5.7C, .: 
oder 








3 1.8.3.5 1. 


3.8:5.5.9 
Bea =7,7,* cur 


Aus der andern Gleichung aber findet man: 
2®x: 12Cx 4 30Ddx° + HE... 


— 18 — 16 — 6D — BE 
— — 38 — 46 — 6b =; 

4 4 + % + € + DD 

4A + BB +ı2C + ı6D 

— 4A — 8B — 120 

— 3A — sB — sC — sD 


es muß alſo feyn: 
A+2A=o, 2.4.6 — 1.3.8 +0B—4A=o, 
4.6.D—3.5.C+10C—8B=o, 
6.8.8 —5.7.D+ 1ı4D— ı2C=0,... 
oder well 
B=/ A, C=!2B, D=7Ic,... 

















2.4 4.6 
fowird A— — aA, und ferner 
| —A=o =l-urizt 
4.6.0 3.5.0 -4B=0, De, 047% 
6.8.€—- 5.7. D— -Ec=o, e=740 +45 
8.0.8— 7. 9. - -UD=o, -1204321 


Nimmt man alfo A=— aA, fo fann man die Größe & nad 
Belieben annehmen, und man kann ohne Anftand diefelbe = o fee 
wenn nämlich eben die Conflante « in die Rechnung eingeführt wor 
den iſt. 


Beyfpiel 3 


J. 979. Das vollftändige Integrale der Differen 
jialgleihung des zweyten Grades 


= 180 — 


B(lı -be)dy--x(—5-ext)dxdy + (5-- gr)ydxt =o 
purch ſteigende Reihen gu entwickeln. 
Beil dir a=ı, c—=—5 und f=5 iſt, fo hat die Gleichung 
| ar —ı) 57 -5=o oder | 
2 — br 5 2 0 
ie Wurzeln A ı und A=5, deren Unterfdied 4 durch n= 2 theil⸗ 
Bar if. Nimmt man alfo y=ut ar-+ vix, und fegt 
va Ax’ -- Br’ 4 Cx’ Dxu Exis L..., 
u — Ax + dr Caxs - Dr —..., 
Pp wird man folgende Gleichungen aufzulöfen haben: 
Ext(ı -brr)dv- x(—5-er)dxdv-(5+gx)vdr=o 
. and 
— + uxz)dtu-x(—5-Lex’)drd ut+(5-+ gr) udx? 
+2x(1ı--brt)dxdv — (ı —— 
+(—5-ex?)vdx? 
Die erftere dieſer Sleichungen führt auf folgende: 
5.4Ax® + 7.6Bx’+9.8Cx’ 4 11.10Dx’’+... 





w5.,5A —5.7B —5.90 — 5.ııD. 
6A + 5B + 5C + 5D 
ö + 5.4Ab#7.6Bb + 9.8Cb |” 
+ 5Ae + Be + 09Ce 
+ Ag + Bes + Gg ‘ 


legte Gleichung aber gibt: 


+ 2.38% + 4.5Cx5 + 6.7Dx’ +8.9Ex’-+.. 
54x — 5.38 —5.5E — 5.7D —5.9€ 
5A + 5% + 5E + 5D + 5€ 
+ 2.38b + 4.5Cb + 6.7 Db 

+ de + 38e + 5öGe + 7De 

+ %83 + ®%®s + € + De !=o 

+ 2.5A + 2.7B + 2.9C 

— 6A — 6B — 6C 
+ 2.5Ab + 2.7Bb 

— Ab — DBb 

Ae 
id demnach wird + r Be 


— 100 — 


oder 
ı2B-+-A(aobi- 5e-Lg)= 0[2.6B-HA(4. — E 
32C + B(42b+-7e-+ g) = 0o4. 30B (6. 7b-+7e+g)=e 
66D-+C(72b+9e +8) = o|b.10D+-C(8.9b--ge +g)=e 
2. ꝛe. 

Ferner findet man: 

— 4B Xle+g) = 0, 
C4 BA@.3b+3ce +) +4 =o, 
2.6D+ E56 +5c +) HORB +AGb + = ei} 
sBE+D(6.7bF7ere)rı2CH+ Ba rI9= 
ꝛc. ꝛc. 

Aus den erſteren Formeln findet manB, C,D... durch A ar 

gedrüdt, aud der zweyten der letzteren Sleichungen aber findet. man 


—_ 4A — 48 - A 
B = —— — aus der erſteren aber A —7 


dann kann man E nach Belieben annehmen, woraus ſich dann die üt 
gen Eoefficienten D, €, 5, ... ergeben. 


Anmerfung. 

6. 980. Diefed Beyſpiel gibt uns Gelegenheit, einige befondert 
Erfcheinungen zu bemerfen. Obgleich nämlich das vollftändige Inte 
orale im Allgemeinen Ix enthält, fo erſcheint diefes dennoch in gewi 
fen Fällen frey von diefem Logarithmus; wenn nämlich erſtens g=—t 
ift, fo wid SB = o, während A unbeftimmt bleibt; dann aber mu 
man, weil B=oift, A=o, C=o,... und daher auh vo: 
nehmen. Berner aber wird feyn: ' 

2.6D +4C(öb-te)= 
4.88 +bD(7b+e)=o, 
6.10% +8E(gb-e)= 0, 

ꝛ2e. 

wo o C bie zweyte willkürliche Conſtante bezeichnet ‚und ed wird YR- 
Gleichung 
2(r -be)dytx(l—5+ er)äxdytb—ext)ydrai 
folgendes vollftändige Integrale entfprechen: 4 
y=XAx + Cxs + Dir - Ex Fxu ...3 


welches fogar in einen endlichen Ausdruck übergeht, wenn 





r. 
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= — (a. +5)b 
wird, wo für k die Zahlen o, ı, 2, 3, 4,... zu nehmen find. 
Zweytens, wenn u 
2.3b+3e+g=o vr g=— bb — Be 
Bf wid 8 = — :X(3b- e), dann aber it A=o, B o, 


K=0,. .. alfo auch v=o. Ferner aber findet man - 
B=—;C(7b-+e), E&=—:D(gb-+e), S=— 4 E(tıb-te),.. 


wwmd daher wird 
„= Ax — :A(db+e)x’ Cxs + Dr’ + Er’ +. 
A und C unferer Willfür überlaffen bleiben. 

%  Deittens, wenn 

* 4.5b+5e+g=o oder g= — 20b — 5e 
= erſtens B=o, C=o, D=o,... und daher v= Ax’, 





aber ift 








= A049); — B(14b-- 20) + 44=o oder B= Te 
yand daher A=—:A(5b-Fe) (7b te), ferner 
ü 0 6DHAGbFe) me, 
1 | 4:.8€ +2Dd(iib-te)= o, 
6.10% + aC(ı3b-+e)= 0, 


u. 
Durch % beftimmen ſich alfo die Eoefficienten B, A, D, €, 
9... und E bleibt ebenfalls unferer Willfür überlaffen; alfo wird in 
em Falle das vollftändige Integrale feyn: 
= Ax’lx + x’ + Ax + Br -L + +- Dr Ex’ 4..., 
reicher Ausdrud endlich wird, fo oft (ak +5)b te = o ift. 





Beyfpiel 4 

$. 961. Wenn in dem vorhergehenden Beyfpiele 
Z=_—_ ab undg= ı5b ift, fo ſoll das vollftändige 
Integrale der Sleichung: 
%(ı -brt)d?y—x(5+-7bx?)dxdy+5(ı-+-3br)yde—=o, 
m einer algebraifhen Form aufgeftellt werden. 

Es wird alfo ſeyn: B—= 2Ab, Am=0, D=o0, C=o, 
wd daher v=o ud u=Axz + 24bx! + Ex’, Nimmt man dar 
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ber für A und E was immer für conftante Größen, fo wird da 
ftändige Integrale feyn: 
y=Xı(ı +32bx?) 4 Ex. 
Alfo find 
y=ax(ıtabz2); y=axi; y=ax(ıt-br 
particuläre Integralien. 


Zuſatz ı 
g 982. Wird ya e/:dr aefept, ſo daß z—= — iſt, 
die Differenzialgleichung des erſten Grades 
x (1 4 hx2) de + X (ı —bx) 22dx — x(5--7br) 
5643bx) dx 
zum vollſtaͤndigen Integrale die Gleichung: | 


A(1 —6hx2) +5ECx 
Ax(ı Fabxr2) + x 


Zufaß 2 
9. 983. Die vorgelegte Differenzialgleichung des zweyten 
des aber wird integrabel gemacht, wenn man fie durh x? (ı +. 
dividirt, und das vollſtaͤndige Integrale wird feyn: 
— — | I = Cdxc +! 
und wenn man diefe durch x5 Dividirt, " erhält man dam Integr 


= m — — Cın oder 


x5 4 x? 3x2 


y=— iCx(i+2bx) + Ds’, 


PAR) 


= Cdx oder dy — 


wie vorhin. 
Anmerfung. 
F. 984. Es mangelt und aber noch die volftändige Integr 
unferer allgemeinen Gleichung mittelft fleigender Reihen, für den 
wo ao und daher Ac + f= 0 ijt, woraus für den Erpon 


A der einzige Werth ° _— gefunden wird, welcher nur ein} 


euläred Integrale gibt, und auch dieß wird der Fall nicht ſeyn,! 
c=o iſt. Weil aber in diefen Fällen a = o ift, fo muß nothwe 
der Coefficient b vorhanden feyn, aus welchem fich das volftdı 
Integrale durch fallende Reihen wird ableiten laſſen, da die Gleid 


— 7105. m 


r— ı)b-Fr6 + g=o immer zwey— Wurzeln enthält, aus 


chen dann’ .eind- Doppelte Reihe gefunden wird. Es wird ſich aber 


h hier eine ähnliche Unbequemlichfeit entgegenftellen, wenn die bey⸗ 
ı Wurzeln oder Wertbe von A entweder gleich ausfallen, oder eine 
:h den Exponenten n theilbare Differenz darbiethen. Aber auch 
fem uͤbelſtunde fann auf ähnliche Weife, wie wir es in diefem Pros 
me ſchon gethan haben, dadurch abgeholfen werden, daß wir eine 
t 1x2 multiplicirte Reihe einführen; und ed würde überflüffig feyn, 
e Entwickelung hier zu wiederholen. Es bleibt und demnach nur 
h zu zeigen übrig, wie man das vollfiändige Integrale durch unend: 
je Reiben ausdrüden müjle, wenn die beyden Werthe von A fowohl 
: fleigende als auch für fallende Reihen unmöglich werden. 


Aufgabe ı25. 


6. 985. Wenn die Differenzialgleihung des zwey— 
n Grades 


(a 4- han) day -. x (c Pex) dxady + (f+-gx)ydx? 20 


geben iſt, und es ereignet ſich, daß die Gleichung 
x( — 1) a c f220 


aginäre Wurzeln bat, das vollſtändige Integrale 


r vorgelegten Gleichung durd fleigende Reihen 


dzudrüd 
v Auflöfung. 


Aus dem ($.971) Angeführten folgt, daß man in diefem Falle 
en muüffe: 
= v sin. AIx + u cos. ulx, 
> daher wird 


y- (dr — m) sin. plx + —— du) cos. ulx 


1 (ev _ aedıdu + pudı 77) sin, ulx 


> x? 


j | „u pvdx? —* udx? 
+ (#u+ — ——m — ———— 608; ulx. 


Werden diefe Bette nun ſubſtituirt, und Täßt man ſowohl jene 


Heder, welche sin. ulx, als auch jene, welche cos. AIx als Factor 
alten, für fich verfchwinden, fo wird man die zwey adfiepende 


Beichungen erhalten: - 
Euter’s Integralrechnung. U. Bd. | 13 


— 


pt 


+iQd—ı)Ab +(A-+n)(A-+-n—ı)Bb 
+iAc + (A-+n) Be +(-+2n)Cc u 
4 XAo -+-(A-++n) Be 
+Af + Bf +Cf 
+43, | +Bg 
— aulYa — ap (A+n) Ba — 2u(!+2n)Ga 
' — auAAb — au(\-+n) Bb 
— ı?Aa — u2Ba — 20a 
— u2Ah ‚. — p:Bb 
+rdla 0 +p%a +r6a 
+erAb +29®b 
— „Ye — pc — pc 
— u Ye = uBe. 
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I. x (a hH x) da x(ce-+ex") dıdv 4 ——E— 

— 2ux (a+ bxr) dxdu — u?(a--bx")rdx? 

—- u (a-+- bx®)udx? 

— s(c-+ ex")udx? | 

I. z2(a-+-br)d®u-xr(c-Fex)dxdu + (f-+-gx=)udx? | 

+ 24x (a+-bx®) dxdv — u? (a+-bx®)udx? ! 

— u (a bx>)rdx? 

| —-u(c--ex")vdx? 

Nun wollen wir für vundu folgende fteigende Reihen annehmen: 
voaAxd ı Bxitn 4 czAten ı Dit 5 

= Axd 4 BxMn 4 GyAtın + D Mön N 

fo verwandelt ſich durch Subftitution diefer Reihen die erftere Gleihung | 

in folgende: | 

ı (A—ı)Aart +-(i-Fn) A--n—ı)Bax I-pn + (A-+2n) (A-$an—ı) Cax Arm 





Hieraus erhält man nun leicht die zweyte Gleichung, wenn mar 
die Tateinifchen und deutfchen Buchftaben mit einander vertaufcht , und 
überdieß dad Zeichen der Zahl verändert. 

In beyden Fällen erfordert alfo die erfte Potenz x die Gleichungen 
ARA—ı)atrc+f— wa] — „Alara — a+tc)=ov 
ARR—ı)a +Frc+f— wa] +uA(sara—atrce)=ı 
dann aber müffen notwendig die zwey Relationen Statt finden: 

2Aaa—atrc=o un | 
"mNatericmme 


Es wird daher Amt = und bie Subftitution dieſes Wer⸗ 


3 


oder —— pa HH, und daher 


an I m =. 

Hieraus ‚ift Mar, daß dieſe Auflöfung Statt finde, wenn 
4af (8 — c)? ift, in welchem Falle ‚die vorhergehende Uuflöfung 
ummöglich wurde. Hier aber bleiben die Größen A und A willkurlich. 

Das Glied, welches ‚Atn enthält, erfordert aber in beyden 
Bällen folgende Gleichungen: 

B[A-+-o) A—-n—ı)a+ @-n) ce+f— a] 
 +APQG- ı) bare g— wb] 
— „Bla Atn)a—a-+c] — „4(rb—b-re) * % 
und 
B[RA-+-n)) A-n—ı)a+@a+n)c+f— ua] 
IRA —ı)b+re+g— #b] 
+ pB[eA-n)a—arc) FrAGRb=be)=o, 
Sey Kürze. halber \. 
ar A+n— )a+@+tn)e+tti— mama 
aAA—ı)b-re Fg—ab=ß, ot 
2A+n)a—atce=snımy, 
ab bremd | 
P erhalten wir ' 
Ba- AB — nBy — nA = o und 
Ba — As - ABy Ao, 





md hieraus folgt; . 
— A n 2 — 
Box. m ITEISUET RT EN und 
— Aled + 2? 9) — pA (ad — Py) 
B = — — .. 


Aus den angenommenen Werthen aber erhält man; 
— — f 
B= @e—b)@a—e) — + 8; ymanıı 


3a 
‚ae — be 
R 


. na 


13 * 
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daher laſſen ſich aus den für A und X angenommenen Werthen die 
Größen B und B beſtimmen, und hieraus ferner die Groͤßen C, €, 
D, D, uf. w. 
Beyfpiel ı 
$. 986. Sey c=a und f=a, damit a ı werde; 
man. beflimme das Integrale der Sleihung , 
xt(a--be)dy-+- x (a-Fea*) dxdy (a -+ge)ydr? = 
Hier wird alſo A=o und „= ı feyn; wird daher 
—=vsin.1Ix + u cos |Ix 
gefet, und nimmt man für v und u die Reiben Ä 
v=aA-+-Bw 1 Cx® +- Di® ı... 
u=A+Bdx + Ex Die... 
fo fann man die Coefficienten A und X nad) Belieben annehmen. Weil 
a=na, B=g—b, y=zna nd S—=e—b 
ift, fo erhält man zuerft aus jenen Gleichungen 
—Alna(g—b) +2nale—b)] + A [ntale— b—2anag-bj 


B= - 
n?a? + 4n?a? 
oder - 
Bu -AB@-b + :Ce-—b) + Alfe—b)—3%-h] 
na(n? 4 4) 
und 
g — gb] 


na(n? + 4) 
Sür die folgenden Eoefficienten werden wir erhalten: 
C[en@n—ı)a+a na+a—a]+B[n(n—ı)b+ne+g—b] 
— CAn⸗— a p ) — B(anb —bte)=o, oe 
An:Ca -B [ —n — ı)b-+ne-+g] — 4nCa 
— 8 [@en—ı)b-te]l=o mw 
Anl + Bl) bt ne+g] + 6nCa 
+B[(@en—ı)b+e]l=o 
Multiplieirt man die erftere dieſer beyden Gleichungen mit n 
und addirt fie zu der zweyten, fo findet man 
| Ant) Cat B[@— m tn bt tn) e ta 
+8[-e+0)b+ge]=0, alſo it 
— Bla —)a@+n)b + m+Yetng + HN)b-g 
4na(n? p ı) 


— 


—X 
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Co EEICRDICHDIENCHOEF NER KORDYER 
4na(n? + 1) 
Ferner wird man erhalten: | 
gu’ Da + C[4®—sn—ı)b-2ne-+g] — 6nDa 
— E[4ün—ı)bre]j=o, 
gu Da + € |(4n — an— ı)b--2ane +g] + 6nDa 
+ C [an - ı) b-Le]= o. 
Multiplicirt man die erfte Öleichung mit In, die zweyte aber mit 
2, fo erhält man durch Verbindung der beyben Producte: 
In (gm +4) Da 
CIGan — 602? +50 — 2)b + a (3n? + ı)e + Ing] 
+ € [4m —n-—-s)b-ne-tag]l = o, 
und hieraus folgern wir 
— C [(1sn — 6? -5n — 2) b +3 d3n--ı)e+3n 
— sA 43 + 3, 
In (on? 4 4) a 
_C° [Gan? —6n? -5n — 2)b + 3 (3m -Fı) er Ing) 
— C[4n-n+s)b— ne — 28] 
dn(gn? + 4)a 
Im Allgemeinen aber werden durch) was immer für zwey Coeffi 
eienten M und M die folgenden N und N durch nachſtehende Formeln 
beſtimmt: 
kn (kn? — 4) Na 
+ MIIk(k — ı)?n — k(k— ı)n? + (3k — 4) n—3]b 
+ k(k— ı) ne + 2e + kng] 
— Mi (k— ı)n +-(k— 2)n-+ (—A) ne — 2g|==0, 
kn [kn 44] Na 
FRI — 10 — k(k— ı)n2 + (3k—4)n — 2]b 
+ k(k—ı)ne-+- se + kng] 
+ M[[e(k— ı)n $(k—2)n+2]b— (k—2)ne— 2g] = o. 


Zuſatz ı 
$. 987. Sind die Größen b, e, g fo befchaffen, daß zwey zu- 
ſammengehörige Größen N und N verfejwinden, fo werden alle folgen- 
den verfchwinden, und das vollftändige Integrale wird in einer endlis 
hen Form erfcheinen. Sollen B und © verfchwinden, fo muß man 
3(g—b) = n(e—b) und n(g—b) us — 3 (e —b) 
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ſetzen; dann wird g=e—b, und die vorgelegte Gleichung wird | 
den Bactor a-+- bx° enthalten. j 


zu r a 1 2. 

$. 988. Im Allgemeinen aber wird das Integrale eine endliche 
Form annehmen, wenn k irgend eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, . i 

und 
ga=lk—ı)nm +i(lk—s)n+ı]b — !(k —a)ne 
iſt; dann iſt 
.. e— — ſa (— Yn — i])b, 
und daher wird | 

g = [(k— ı)?n® + ı]b, 


u  Beyfpiela u 

5989 Wenn firn=ı, e=—b und gmsb 
wird, fo ſuche man das vollftändige Integrale fol. 
“gender Öleihung: 


x?(a--bx)dy + x(a—bx) dxdy-+ (+ 2abx)ydrmo | 
Aus den fo eben gefundenen Formeln erhalten wir | 
B— -Aß@t?0-3b +Ae+b—ag _ 3Ab -42 4 
— ba — ba 


und 


34b Ab . a 
= ti, dann aber wird . 


ce #e® ro FRI 


Wir werden deßhalb erhalten: 


wear, und ag PRrIN, 


und hieraus ergibt ſich als vollftändiges Integrale die Gleichung: 
— A sin. Ix + % cos Ix | 


+ 22 [@A— 4%) sin. Ix + BU 4A) con. ix 


=o und C — 0. 


Zuſatz ı. 
. 990. Für A o erhält man das particuläre Integrale 


y A [ iin. ix 4 — sin. Ix + ne cos. Ix |; 
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‚aber A==o, fo erhält man ein Anderes particuldeet Sutegrale, 
aͤmlich: »3 
A 4 

y=\ von. ix BE si, 1x 3BE con 1x ]- 


Zuſatz a. 
$. 991. Wird yefed: geſetzt, ſo verwandelt fich unſere 
Heichung in folgende: 
(a --bx)ds + (a +bxı)®dx + x(a —bx)sdx 
+ (a sbx) dx = o, 


ten Integrale erhalten wird, wenn man hieraus s— — beftimmt. 
iefe Gleichung ift noch mehrerer anderer Formen fähig. | 


Anmerfung. 


$. 998. Auf ähnliche Art beiverfitelliget man auch die Iutegre 
n Durch fallende Reihen, wenn die Erponenten der einzelnen Glie⸗ 
:imaginär werden follten; allein e8 wird gar nicht norhwendig feyn, 
5 abgefondert auseinander zu fetzen. Das Befagte lehrt deutlich 
ug, welde Vorfihten man bey der Auflöfung der Gleichungen 
telft unendlicher Reihen anzuwenden habe. Der vorzüglihfie Nugen 
er Entwidelungen befteht darin, daß man Differenzialgleichungen des 
pten Grades aufitellen fann, von denen ſich wenigftens ein particulde 
Integrale in algebraifcher Form angeben laßt, welche Fälle wir 
n oben,. $. 969, angegeben haben. Eine folche Integration mit 
E unendlicher Reihen Fann auf gleiche Weiſe ausgedehnt werden auf 
ichungen von der Form: 
(a - B ir -B x0) dẽz 4X(c Pex ex) dxdy 

+ ((+- gr +yx")yd? = 0. 

Hier wird aber jedes Glied der gefuchten Reihe durch die zwey 
ergebenden Glieder beftimmt, fo daß wenn zwey Nachbarglieder 
chwinden, auch alle nachfolgenden Theile = b werden. Wenn 
: ein von y freyed Glied erfcheinen follte, fo wird die Auflöfung in 
hen leichter, weßhalb wir und dabey nicht aufhalten wollen. Wäre 
5. die Öleihung gegeben: 

x?d?y — xdxdy + axıydx? = bxrdx?, 

auß die Reihe mit der Potenz x= beginnen, indem man 

y=&Ax" 4 Byets 4 Cxotse — Dimtöaa L.,. 
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ſeht, ımb daher wied | BE 


m(m—ı)Axm + (m-I-n)(m--n—ı)Bım tn + (m--an)(m-+2n— —XX 
— mA — (m+n)B. — (m+3n)C 
— b +ia +Ba, « 
folglich 
A : 3 — — Aa —.C Ba _ 
rm FE nin)mrn—.)  (mfan) (mt) 
u. f w.; ' 


woben zwar vieleö zu bemerken iſt, was aber nad) den oben ertheilten 
Vorſchriften Feine Schwierigfeit mehr machen kann. Es ift aber bier 
bey vorzüglich gut, die vorgelegte Gleichung mittelft einer Subflitutisg 
in andere zu verwandeln, deren Auflöfung mittelit Neihen einfacher 
wird; weil aber diefer Zweck auf verfchiedene Arten erreicht werden 
fann, fo glaubte ich diefen Gegenſtand im nächften Kapitel mit befon 
derer Sorgfalt behandeln zn müſſen, und zwar die Bleichungen vr 
der Sorm 

Ldy -Mdxdy + Nydr =o 
näher zu betrachten, weil für Gleichungen von anderen Sormen eine 
ſolche Transformation felten Statt findet. 





m 201 ame 
Ka pvitel IX 
Bon der Transformation der Differenzialgleichungen des zweyten 
Grades von der Form: 
Ldy -L Mdxdy 4 Nydx? == o. 


| Aufgabe ı26, \ 
© 8 993. Di— Differenzialgleichung des zweyten 
Brades von der Form 
| Ldy + Mdxdy + Nydı=o, 
1 welcher die Größen L, M, N beliebige Functionen 
on x bezeichnen, und wo dad Element dx conſtant 


fepfif, dur Hülfe der Subflitution ye/Pdrz auf 
ine andere Form zu bringen. 


“ | Auflöfung. 
Da bier Tor Pdx + SE if, fo wird man durch Differen 
station erhalten: 





d? 

ı-%=- dx any _ de, alfo 
d? 
Zu +72 1 drdPp + Prix, 


Weil nun unfere Gleichung 
— + a + Nax=o 
if, fo erhält man nach gemachter Subflitution: 
N.d2z aLPdıdz Mdxdz 
— +77 + LdxdP + LP:dx + — 
| | + MPdx L Ni =o, 
wBder wenn man mit z multiplicirt: 
MW&z--(eLP--M) dxdz 
+ zdx(LdP+-LPdx -MPdı -Ndy =o,' 
so man für P jede beliebige Function von x nehmen fann, und daher . 
werden zwifchen den zwey Weränderlichen x und z unzählige Gleichungen 
. erhalten. | 


. zen, oder durch eine Reihe auflöfen Fan, fo wird man aus dem ge 


‘wo der Zähler durch a-+-bxr theilbar feyn muß. Man feße den Quo⸗ 


u 
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Zuſatz ı. 
$. 994. Wenn man alfo diefe transformirte Gleichung int 













fundenen Werthe für z erhalten y= e/Fi:z, 


3ufap 2 | 

$. 995. Die transfornirte Gleichung ift der vorgelegten ähnlich, 
weil in derfelben die Veränderliche z mit ihren Differenzialien dz und 
d? z durchaus nur eine Dimenfiou hat; gerade fo, wie y in der vorge, 
legten Gleichung. 


Ä 3ufasß 3. 
9. 996. Wenn es fich ereignen follte, daß beyde Gleichungen, 
fowohl die vorgelegte als die transformirte, ſich gleich bequem mittelſt 
Reihen auflöfen laſſen, fo fönnen dann auf dieſe Art mehrere Aufloͤſ 
gen derfelben Gleichung aufgeftellt werden. | 


Anmerfung. ı 

9. 997. Da die Gleichungen, welche bequem mittelft Rei 
auflösbar find, unter folgende Form fubfumirt werden fönnen: | | 
x(a-+-bx)dy - x(ctex)dxdyt(f+gr)ydtmg 
woben | 

L= x? (a--bxn); M=x(-tev); N=f+ge. 
ift, fo muß man, um der transformirten Gleichung eine Aähnlik 
Form zu verfchaffen, 
LP=x(k-Lvx), alfo P „rom 


. x(a-+ bın 
fegen, es wird daher feyn: er 
dpP— Zr -rG+ ı) bxn -y(n — ı)axa — ybxn dx, 


x? (a 4 bx„)? 
und demnab LdP + LP?2dx + MPdx = 


— aa — (n— ı)aubx® + (n— ı)vyax® — vbx" 
14 pP —— 2pvx“ + N _ 
Dre + pexn — vox"  vex" " 
at bx ” 


tienten = ah + vhx", fo wird man erhalten . 
pk=za—c+tah; v=b—e-bk, 
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ned. überbieß Ä 
wa, — (n-—+ı)ab+- (n—ı)va-+ ne 4 v - ak. 
Werden hier die erſteren Werthe ſubſtituirt, ſo findet man: 
b—k+n)be—a)=nabh—k) 4 ab (h — 1), 
R daher wird entweder 


. a6 
x b— ka! 
: Eine der Größen h und k bleibt alfo willfürlich, und die trans 
* Gleichung wird 


(a+bx) dz I22 +Hc-+ (av-te)x]dxdz 
+ [ff+.ih+(g + vb)e]zde = o, 
Die Auflöfung diefer Gleichung erfordert diefelben Potenzen von 
man mag fleigende oder fallende Reihen nehmen. Man hat aber 


ende Subftitution zu machen: 
a—co be—ae -(h—k) 
th, _— — 

2x* (a bxæa) ».b ng, 
‚man h—k=—n nehmen muß, damit nicht eine Potenz von x 
in erfcheint. Es ift hier gleichgültig wie man h nimmt; feßt man 
'h=o, fo wird ken, und man hat die Subftitution zu 
en: 


der h—- ko — n. 














0 be — ao 
. tı 


y=x“ (atbe) sb 7, 
Ddurch man auf folgende Gleichung geleitet wird: 
'(@a+be)dz + x[2a —c+[2(n+ı)b—e] x] dxdz 
+ [f+-[n(n+ ı)b— ne+gjx] zdx? = o. 
Unmerfung 2. 
F. 998. Wir haben oben, $. 970, gefehen, daß die zwifchen 
zınd y vorgelegte Sleichung ein algebraifches Integrale zulaffe, wenn 


ee _.: Vazer— dat VoZer—äbg _ yn 
aa zb '* 24 ab 4 


d wenn dieſe Sleihung nach der Transformation auf eine ähnliche 
* behandelt wird, ſo wird ſich ein algebraiſches Integrale angeben 
Rflen , wenn 


N. Verbindet man diefe beyden Bedingungen mit einander, fo kann 


m 
— 
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man ſchließen, daß ein algebraiſches Integrale Genůge Teile, — 

nur die Sormel j 
be=-ae vVazy-at V 
FRE |) 7 VE ab 

durch den Erponenten n theilbar if. Ich Habe hier dad Zeiche 

gebraucht, um die Zweydeutigfeit des Wurzelzeichens (dem poſi 

und negativen Werth) anzudeuten. Geben wir daher 


nee m ge ta, 


fo findet die Integrabilität Statt, fo oft der Ausdruck 
be—aetbb tak 
anab 


eine ganze pofitive oder negative Zahl bezeichnet. 


Beyſpiel. 
F. 999. Es ſey die Gleichung gegeben 
(1 t)dy—- xt >Foams)dxdy—m(m+ı)z’ydxe 
man befiimme die Sälle, in welhen man ein algeh 
ſches, wenigſtens particuläresIntegtale angeben ba 
Herita=ı, b=—ı, c=ı, e=sm, f= 
g=— m (m-+ı) und n=2; hieraus finden wir 


h=Yvla—c) — gaf=o, und 
k=vb—ef —4bg= YVlemFı% -4m(m+: 
das iſt 4L5 1. 
r—ıom+ ı 


Der Ausdrud — — iſt alſo gleich einer ganzen 3 


und hieraus ergeben ſich für m zwey Bälle; es ift nämlich entweden 
ıan+2=+t4k oder am—= + 4b; 
das ift, entweder 
m—=-t2,-—-ı otem=+ oh’; 
wenn demnach m eine ganze pofitive oder negative Zahl it, fol 
ein particuläred Integrale in algebraifcher Form dargeftellt werl 
Die Subftitution aber, durch welche die transdformirte Gleichung 
halten wird, ift folgende: 


— 1 — ım smt3 


y * — rt) or ' = (1— x?) 5 
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transformirte Gleichung felbft aber ift: 
(—x2)dzs + x[|ı 2 (m +9)x]dıdz ‚ 
— (m+2) (m+3)x’zdx: = o. 
Es ijt einleuchtend, daß diefe Gleichung aus jener entfteht, wenn- 
m — m — 3 flatt m fchreibt. Diefe Integralien felbft aber wer- 
u gefunden, wenn man wegen A?’==0 
yaarBetrcHtDerEntt. 
t, und daher wird 
sBx? + 12Cx* + 3oDx° + 56 Ex? + ... 
—2B — 120 — 30D 
+3B + 4C  6D + 8E = 0. 
- 4mB +8mC + ı2mD 
m(m + ı)A —m(mtı)B— m(mfı) . —m(m--ı)D 
Die Coeffieienten beftimmen ſich alfo auf folgende Art: 
net), —————— 
dwenn 
z = A+ dx + Ext 4+ Di’ 4 Exe ... 
she wird, fo erhält man: 
„ee 1; Fre, = reMg, . 


Aufgabe a27. 


F. 1000. Die Differenzialgleichung des zweyten 


ades 
Ld?y 4 Mdxdy r Nydxı?==o 


t Hülfe der Subflitution = — er 


n derfelben Form zu verwandeln. 
Auflöfung. 
Es fragt ſich hier nämlich, welche Bunction von x für P genom⸗ 


n werden müfle, damit, nach gemachter Subftitution, die Werän- 
liche = mit ihren Differen ilien dz und d?z durchaus nur eine Dis 


_P x 
ıfion erhalte. Da alfo 22 —* it, fo wid man durch Dif⸗ 
nziation erhalten: . 


in eine andere 

















— 0900 ui: 


ay dp — Pednds  mdmdP ı,.—. E 
a dk ea 2 220 


P222d + 
y.—r + Pax —. — 
durch Subititution diefer Werthe * wird: 
— LPzdx?d?z Lzdx2dP LP222dxs 


— — — 77 + LPdr + —* 


MP»dx3 


++ Bars 


engen wir „un LP N = o oder P = ZH und multigtl 


d — Przdx?d2r 











eiren durch — —* F ——, fo werden wir erhalten: 


LdPdz 


Ld?:z — — LPzdx2 — Mdxdz =o0 ode 


.n 


Ld’z — Mdxdz — + dLde + Nade wo, 





Die vorgelegte Gleichung ic alfo durch die Subſtitution 


dy_— Nzdx 
y” Ldz 


in nachftehende trandformirt: | 
Ldz + (= — M— N; dxdz + Nzdx? = o, 


Laͤßt fich alfo der Werth von z hieraus entwickeln, fo wird mas 
auch den Werth von y durch x ausgedrüdt erhalten. 


Zuſatz ı 
F. 1001. Wird umgefehrt in diefer trandformirten Gleichung: 


de __- a gefegt, fo entfieht die vorgelegte Gleichung felbf, 





Diefe beyden Sleihungen hängen alfo fo unter einander zufammen, 
daß die eine aus der andern durch eine ähnliche Subftitution abgeleitet J. 
wird. | 
Zuſatz 3 

$. 1002. Gebt man in der traneformirten Gleichung nach dw; 

d | 

eritern Subftitution — = Qds - 4 fo erhält man folgsodt 
neue trandformirte Gleichung; 


07 — 
© Dürr (erg im iR dxdv 
rar (LiQ+LQrBE+QaL— MQdx — * 


tielche demnach aus der vorgelegten Gleichung F abgeleitet wird, 
— — Nvdı? t. 
mn = ααααο MR 


-—— -Ndx == 0, 


unmerfung ı. 


= 1003. Wenn wir die beyden Subftitutionen, deren wir und 
Kden beyden vorhergehenden Aufgaben bedient haben, mit einander 
erbinden, fo erhalten wir die allgemeine Subftitutionsformel 
d dy__ Pdz + Qzdx zdx 
y —Rds + Szdx 
id wird diefei in der vorgelegten Gleichung 
Ld?y + Mdxdy + Nyd? =o 
bftituirt , fo müffen die Functionen P,Q,R,S fo beflimmt werden, 
iß in der Sleihung, welche zum Vorſchein fömmt, die Veränderliche 
mit ihren Differenzialien in feinem Gliede mehr ald Eine Dimenfion 
it. Es erfcheinen aber Glieder, die mit dem Quadrate dz? multiplis 
et find, und um diefe zu tilgen, muß man feßen 
dx(P2 -QR— PS) --L(RdP— PdR) + MPRdx 
+ NR?dx = o, oder 
PS pP? dP PdR MP NR 
g=F-1- ntm nn 
an aber fömmt man auf folgende Gleichung: 
dtz(PS—OQR) + Ldz(RdQ— QdR + SdP— Pads) 
+ Lzdx (SdQ — QdS + Q:dy) 
+ dxdz(@LPQ--M(QR--PS)-+ aNRS) 
+S2de (MQ+ NS = 
Leichter aber wird man auf diefe allgemeine Sleichung geleitet, 
enn diefe beyden Subjtitutionen nach und nad) gemacht werden. 


a - SEE — 


Anmerkung 2 
J. 1004. Die hier erörterte Transformation iſt um fo merkwür⸗ 
her, weil, obgleich die transſormirte Gleichung die Auflöſung zuläßt, 
le vorgelegte dadurch doch nur ſehr mühſam aufgeloͤſt wird. Denn 
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da eine Function von x gefunden worden ift, welche flatt = fubfti 
der transformirten Oleichung Genüge leiftet, fo muß man zur Au 
dung ded Werthes von y überdieß dad Integrale der Gleich 
dy _—N zdx? 
.y 7 "Todes 
von einander abgefondert find, bey der Integration felbft dennoch 
fondere Schwierigfeiten fich entgegenftellen fünnen. Man wird 

in manchen Sällen mit Hülfe diefer Subflitution die Integralien fol 
Gleichungen beftimmen Fönnen, welche man auf directem Wege kau 
finden vermag. Wenn es fich nämlich ereignet, daß das Integrale 
trandformirten Gleichung entweder mit Hülfe einer der oben erklaͤrten 
thoden gefunden, oder durch eine gefchloffene Reihe audgedrüct wer 
‘“ ann, dann wird auch das Integrale der vorgelegten Gleichung ſelbſt 
kannt ſeyn; denn obgleich man in dem legtern Falle nur ein particul 
Integrale kennen lernt, fo Täßt fi dennoch aus demfelben , bey di 
Gattung von Sleihungen, immer’ dad vollſtaͤndige Integrale auffind 
Denn wenn der Gleichung 


Ld?y „> Adxdy + Nydx-20 
der Werth y==X als particuläres Integrale Genuͤge leiſtet, fo 
man y=Xv, und man wird erhalten: 
LXd?v — 2LdXdv + Lr@X | 
== 0, 


fuchen; wo, obgleich die Veränderlichen x un 


+ MXädxdv-+t MvdxdX 
+ NXrdx? 
Weil aber X=y der Gleichung der Borausfegung gemäß 
nüge leiftet, fo wird 
LdX + MdxdX + NXdr = o um 


LXd'v + (@LdX + MXdx) dv= oo, ode 
d?v 3dX Mdx 


vrT x +7 =0% 


und daher findet man durch Integration: 
Mdrx 


Xxꝛ d v ce/T dx, ferner 
Mdx 
v= [5 a e. ST Ey 
ſo daß man zum vollſtaͤndigen Integrale site. 


Teer fZe Kal Ad 
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weiches alfo auch aus jedem particulären Integrale y=X beftimmt 
: werden kann. 
E- | Beyfpiel. 

F. 1008. Die Differenzialgleichung des zweyten 
GSrabes | 
sta tbe)dytn(ctexr)dedy Hyde 0 
nie transformiren, und mittelfi einer Reihe zu inte 

tiren. 

u Da bier Loex(a-tbe), M=x(o-Fex:) und N=f ift, 
muß man fi) der Qubftitution 

dy__ — fzrdı2 





} y ı? (a + bın)dz 
Bi ‚ wodurch unſere Gleichung folgende Form erhaͤlt: 
kt (a-4- bxr)d?z--x [2a —c4-[(n4-2) b—e]x®]dxdz -fzdx®=o; 
fegt man nun, um diefe Gleichung aufzulöfen, 

— AyX + ByAtn + Cyit:n Li... 

fo muß AR—ı)a + r(a—c)> + f=o oder 
ara - 2 (a — ) + f= 0, folglid 

VA 

2 a 
verden. Die Reihe wird aber, dem {. 970 zu Folge, abbrechen, wenn 
ver Ausdrud 


a m 


__ eo _ n + e Vezer—anf | 

rl ten, 

wobey %k’ eine ganze pofitive Zapl bezeichnet ‚ das ift, wenn 

wtweder hmm 4 Menue Rn 
oder — — —+:4 ——ſ——— —— yon 


wird. Wenn * die vorgelegte Gleichung ſelbſt auf dieſe Weiſe in 
Une Reihe aufgeloͤſt wird, fo wird dieſe abbrechen, wenn 


L_L + be. V gun, 





3a ab ab — aa 
Bas ift, wenn 
bauten Ltr; VOIP yon 


Euler's Integralrechnung. II. Bd. 14 
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+ Yezı — Fat 


34 


e 
oder — — —= kn 
32a 


ul“ 


iſt. Hieraus erhellt nun, daß das Integrale in einem endlichen Aus⸗ 
drucke dargeſtellt werden könne, ed mag die ganze Zahl k’ pofitiv oder 
negativ feyn. Allein ſchon die früher ſ. 998 gebrauchte Subſtitution 
har und auf diefe Zweydeutigfeit geführt, fo daß wir Durch diefe neue 
Subftitution auf feine neuen integrablen Bälle geleitet werden. 





Anmerfung ı 
$. 1006. Um jedoch zu zeigen, wie man aus dem endlichen Wer: 
the von z einen endlichen Werth für y entwideln könne, wollen wir 
folgenden Fall betrachten : 
x?(a--bx)dy-+-x(3a-+ ex?) Axdy' — shaydx? =o, 
won=2, c=3a und f= — 24a ifl. Diefe Gleichung verwar 
belt ſich durd) die Subftitution = = en in folgende: 
(a +bri)d’z x [—-a+(ib—e)s?]däxdz— 24a2 dı!= 
wo für die fleigende Reihe 
MR — 21 — 4 50 = (% —6) (!-+-4) 
wird. Man febe alfo 
z = Ax- TR roHDete 


fo erhält man: 


20 AAx-4 4 tBax-: * + 2Dax!: 
420ab 4 6Bb * 
A4A4AM4A4 2Ba * — 2Da \=o, 
— 44(4b -) — 2B (Ab — ) * 
— 24 Aa — 24 Ba — 24 0C4 — 24 Da 


Da alſo Do iſt, fo fallen alle folgenden Glieder weg, dann 
aber ift 
ıbBa = 4A(b-Le), 24Ca = — aBb + Be, 


folglich B= th, =, ER, 
12a 4 
und daher ift 


— 1 b b+e e — b? 

2 4 — + daxı + E. er) 
A ABaꝰ 122 6 4 e) 22 + (e? — bt) J, 
— Bar 


- 
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und hieraus folgt 


— b — — Ad 
= Adx(— _ I x 


san) Ga [8a + Heros 


— ug — — — — — 


der, wenn man dieſen Ausdruck in Parualbruche zerlegt : 
dy —6dı (bb—e)xdx a(brke)xdx 
7 + a- bı ur 8a + (b-Fe) x?’ 
und demnad gibt die Integration 
bb —e 


y=Z(+br) Ba +b+ox]. 


Unmerfung 2. 

.$. 1007. Weil es hier durch Zufall gefchehen zu feyn fcheint, daß. 

fi) aus dem für z gefundenen Werthe die Größe y bequem beftimmen 
ließ, fo fann auf folgende Art im Allgemeinen gezeigt werden, daß 
Diefes nothwendig immer der Ball feyn müſſe; denn da die vorgelegte 
Gleichung 





Ladæꝛy + Mdıdy - Nyd = 0 


—Nadı 
mit Hülfe der Subfitution- = = — in folgende Gleichung⸗ 
t ransformirt wurde 
Ld = dz 





Ld?z — Mdıdz — + dLdz 4 Nzdx = o, 


Fo erhält man aus diefer * Di ion mit Ldz 
d27 Mdx Nzdı? _ dy 
munter 
woraus durch Integration gefunden wird: 


Mdz 
aLdz — 
y— Nar ® / 


und diefe Gleichung gibt nad) der Beftimmung des Wertes von & ſo⸗ 
gleich den Werth von y ohne weitere Integration. 


Da ferner dy = —— 
ift, fo wird man erhalten 


dx 
dy= — azdı.e ST, 


— at Lzadz —°® wir 
und demnach ydy = me ı, 


ia * 


zum 2772 ——— 


Diefe Relationen find um fo merfwürdiger, weil aus ihnen die 
vorgelegte Gleichung nur durch mehrere Umwege auf die transformirte 
zurücgeführt werden fann. Denn die für y fubflituirte Formel führt 
auf eine Differenzialgleichung des dritten Srades, welche aber offenbar 
die Integration suläßt, und die hier gefundene Gleichung felbft gibt. 
Wir haben daher hier Gelegenheit, folche Subftitutionen aufzufinden, 
welche zwar Differenzialien des dritten Grades enthalten, ſich jedoh 
durch Integration auf Differenzialien des zweyten Grades muridcſiheer 
laſſen. 

Aufgabe ı28. 

$. 1008. Die Differengialgleihung des zweyten 

Grades— 
Ld?2y £ Mdxdy + Nydr = 
mit Hülfe:der Subftitutiony — = in eine ander 


Differenzialgleihung, bie ebenfalls. vom zwenten 
Grade iſt, zustansformiren. 


Auflöfung. 
. Pdz . . 
Weil y= — iſt, ſo wird 
Pd?z + dPdz und dey — Piz +adPd?z HdzdtP, ; 
dı dı . 
durch Subftitution diefer Formeln erhält man folgende Differenzialgler 
dung des dritten Grades: 
LPd’z + 2LdPd’z + Ldzd:P 4 MPdxdiz 
+ MdsdPdz + NPdxdz=0o, 

und wir wollen annehmen, dieſe Gleichung fey fo befhaffen, daß ſie 
durch eine Bunction von x, welche Q heißen mag, integrabel wird; es 
fey alfo folgende Gleichung integrabel 
LPQd!z + aLQdPd:z + MPQdxd:z 

+ LQdzd2P + MQdxdPdz + NPQdxrdz = 
und das Integrale hiervon fep: 

LPQd?z2 + Sdxdz + Tzdx = Cdx?; 

hieraus folgt nun | 
dz(@LQdAP -MPOdx) = d:z(d. LPQ-+Sdx), 
dz(LQdP--MQdxdP --NPQdx?) = dz(dxdS + Tax?) und 
zdx?dT = 0, 


dy= 


— 213 ein 

(glich iſt T eine € conffante Groͤße. Hierano aber‘ etgibt fich figade 
elation: : 

Sii— LQdP— LPIAQ — PQaL + MPQdz, 
aus der zweyten Bedingung gemaͤß folgt:. 
de? LQa4:P--MQdxdP--N PQdx:—LQd:P—LdPdAQ—QdPdL 

.+LPaQ + LdPdQ + PAQdL-F PQd:L--PdQdL-+QAPAL 

—MPdxdQ—MQdxdP — PQdxdM- oder 
d—Pd. LQ— —Pdxd, MQ-+PNQA». 

Da nun T eine conftante Größe ift, fo, fege man T=a, fo wird 


is der legten Gleichung auf eine bequeme Weiſe die Sunction P be⸗ 
mmt, man findet nämlich 
?—_ — ed — 
d.LQ — — NOFNgIe' DE 
Wird nun diefer Werth für P genommen, ſe wird die vorgelegte 
lichunns mittelſt der ubſtitution y- Ei in folgende trandfor 
irt: x - . 
PQd:z + 1. nqar- LPI4Q— FQIL-+UFQEN) 
pt azdı? = Cd it; 
d da bier die Größe. z um eine conflante Größe vermehrt werden 
nn, fo fann man: die Unveränderliche C außer Acht laſſen. Dividirt 
in alſo dieſe Gleichung duch PQ, fo wird man erhalten .: 


27 +4 (5 rn — dL + Mdx —— = 0; 





r, wenn man in dem legten Bliede den Werth von P niit: 
2 4 dz Tg tree) 
+= 2 (@.LQ— dxd. MO-+HNQan) = 0, 


> hier kann man für Q jede beliebige Function von x nehmen. 


Zuſatz u: 

$. 1009. Hieraus wird, die vorhergehende Subftitution abgeleitet, 
ın man | 
d.LQ — dxd. M= ‘0, alſo 
d.LQ — MQdx — Cdx oder 

' Mdzx Mde 


eJt, :UQ score ST aryD 


mume 21 mm 
febt ; denn wenn man bier C== o nimmt, fo wird 
dx : 
Q = SE und P= wo gg ie 





. Qdı NQ 
de 
P= = — b , wie vorhin. 
Zufasg =. 


$. 1010, —— man aber 
L- axa. Mg = dXdx, fo daß 


adx 


wird, fo erhält man 
d.LQ— MQdı — xax 4 44x; 


ferner findet man durch Integration: 
M dx Mdx 


u e T. 2Q=fe 7 is(K+A) + B und. 
ST ST ar +2 . 


Zuſa tz 3, 
52 1011. Man ſebe 
_ Mdz -/ 
Uxixme+’/ı y 
und Auso, Bo, fo wird | re 
— 4V MV 


dx 
u Vu - . 


MN 
Adv va⸗ 


Wenn demnach Va iſt, ſo wrd Q = * 


P— L?dx 
— INds — LdM + MdL’ 


und die hieraus fi fi ch ergebende Gleichung ift: 
Lo d2(-5— + —R ad (LNde 


Anmerfung. 


F. 1012. Diefe Unterfuchungen find aber zu allgemein, ale d 
fih bieraus etwas für dem gewöhnlichen ‚Gebrauch erfchließen lief 








— 
— 
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tie man aber übrigens auch die Transformation vornehmen, und die 
andformirte Gleichung in eine Reihe auflöfen mag, fo fcheint diefe 
ch nur in jenen Faͤllen abzubrechen, in welchen die vorgelegte Glei⸗ 
ung ſelbſt, und die hieraus mittelft der erften Subftitution abgeleitete 
f eine irgendwo begränzte Reihe zurüdigeführt wird. Hieraus fieht 
an nun, daß man mit Hülfe folder Transformationen ſchwerlich neue 
tegrable Bälle entdecken könne. Wir haben bisher für die Veraͤnder⸗ 
be y eine andere Variable z durch Subftitution in die Nechnung ein⸗ 
führt, und die andere x, nach deren. Potenzen die Neihen fortfchrit: 
3, bepbehalten. Nun wollen wir auch ganz kurz unterfuchen, wie 
an durch Einführung einer andern Veränderlichen t flatt der Varia⸗ 
In x die Transformation vornehmen müſſe, mobey vorzüglich bemerft 
reden muß, daß in der trandformirten Gleichung das Element dt 
8 conftant anzufehen fey, da früher dad Element dx ald unveräns 
rlih angefehen wurde, Wir werden alfo hier für irgend eine be- 
mmte Function von x die Veränderliche t ſetzen, welche aber fo ber 
affen ſeyn muß, daß die erhaltene Gleichung nicht gar zu verwidelt 
de. 
aufgabe ı29. 


g. 1013. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
s zweyten Grades 


Ldry Mdxdy + Nydx- 0; | 
an führe flatt der Größe x eine andere Veränder: 
hetein, welde irgend einer Function von x gleich 


Auflöfung. 

Dividirt man die Gleichung durd) dx, fo ftellt fie fich in folgen- 
Form dar: 
La.SI + Mdy + Nydax=o, 
daß wir jest das Element dx, welches ald conftant betrachtet wurde, 
ht weiter zu berüdfichtigen haben. Da t irgend eine Function von 


jezeichnet, fo fege man dt = Pdx oder dx = * ſo erhalten 


—* 


Ld + Mdy + = 0 


wenn das Element rn conftant genommen wird: 


— 210 um 


_— ’ 











J Nyde 
 LPdy 4 LaPdy + Mdtdy + 3 


wo wir nur noch in den endlichen Gtoöͤßen, welche die Beränderlike.t U; 
enthalten, die Variable t ſtatt x in Rechnung zu bringen branden: 


Se)’ fpiet | 
$. 1014. Sey folgende Sleihung gegeben: 
a+bwm)&rtz ten) ddr + tem) rie- 
inwelder h+- kt ſeyn ſoll. BL 2 
Daclfor—=h-- kur, ſo wird enkerdz, und def 


—ı)drä 
pP = nk: und dP = n(n— ı) ka dx = —* 
folglich werden wir erhalten: . . . 
nkatı(ca -bur)diy L(n—n)xdtdylat bar) 

+x(cetex)dtidy + —— = 
oder E | 


aka + ban)ay + ODdtdyarbmihdtäytetem) | 


f a) ydı? 4 
ftsm)y = 6 


nkın 
9— t—h 
Nun iſt aber m = ——, und die Subftitution dieſes Beripeh 
. gibt: 
n(ak—bh-1-bı) d?y — 
Kkogb+re)yde 
+ n (t — b)? — 


Weil aber bier durchaus t—h erſcheint, fo wird die Gleichung 
einfacher, wenn man u flat t—h fett, und.dieß ift dann eben fo viel, 
als hätten wir die Größe u flatt der Potenz x” gefchrieben ; hieran | 
läßt fih alfo gar Fein Gewinn für die Entwidelung neuer Reihen ab 
leiten. 


k 


Zuſas. 
| $. 1015. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung t hatt x® für 
ben wollen, fo erhalten wir 
dt = md und P= mu, 
(m— ı)dt 
| 


und weil dP m(m — ) x- dx = 


fo ergibt ſich die Gleichung 


— 917 see 


— ID EAET 4 Mmaray +27 2t=0 oder 
—R + (m — Nudıdy + Mxdtdy + Narydı 


t, Tue J 


Anmertung 


. 1016. E⸗ ſcheint überflüffig zu ſeyn, dieſ⸗ zeanbformationen 
er Gleichungen ausführlicher zu behandeln, da wir hieraus ohne 
Schwierigfeit alle Transformationen ableiten können, ‚welche fir Die 
{nwendung geeignet find. Es gibt aber noch eine andere ‚ganz: eigen- 
bümliche Methode, die Integralien folcher Differenzialgleichungen des 
wepten Grades auszudrüden, und zwar mittelft Integralformeln, wel 
be zwey veränderliche Größen enthalten, von denen die eine bey der 
Integration als conftant behandelt wird. Wäre z. B. P irgend eine 
Function zweyer Veränderlichen x und u, und man fept y—= /Pdx, 
sährend man bey der Integration u ald unveränderlich anfieht, fo 
vird dieſes Integrale /Pdx eine Sunction von x und u felbft ſeyn. 
Bird diefed nun fo beſtimmt, daß es für x=o verfchwindet, und man 
eßt dann x=a, fo wird man eine Function von u erhalten, welche 
eich y ift, und wenn diefe irgend einer zwifchen u und y vorgelegten 
Differenzialgleichung Genüge leiftet, fo wird diefe Gleichung durch die 
Bormel y—= /Pdx aufgelöft werden, und diefe Formel fann ald das 
Untegral jener Sleichung angefehen werden. Auf diefe Art laffen fi 
ie Integralien unzähliger Gleichungen des zweyten Grades beftimmen, 
welche nach andern Methoden geradezu unauflösbar zu feyn fcheinen. 
Bäßt fich aber gleichwohl die Formel SPdx, wenn die Größe u ald 
sonftant betrachtet wird, nicht wirklich integriren, fo fann dennoch) das 
Sntegrale derfelben bey diefer Rechnung als befannt angefehen werden, 
weil man deifen Werth wenigftens näherungsweife anzugeben vermag. 
Bezeichnet nämlich x eine Abſciſſe, und man betrachtet dann P als die 
Ir zugehörige fenfrechte Ordinate, fo wird die Formel (Pd x den Slä- 
Ihenraum eben diefer Curve, die der Abſeiſſe x zugehört, bezeichnen, und . 
für x = a erhält man eine beitimmte Zläche, welche dem Werthe 
y=/Pdx glei) ift, wie wir eben feftgefegt haben, und welche alfo 
hurch die Quadratue der Eurven, wie man ſich auszudrüden pflegt, 
ingegeben werden fann. 

Diefe Integrationsmethode nennt man daher bequem die Con- 
Bruction durch Quadratur. Man muß bier aber befonders auf jene 
Beziehung aufmerffam feyn, durch welche wir Die Integralien in Par: 
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ticulare und Vollftändige eingetheilt haben; man hat fich daher for 
tig in Acht zu nehmen, daß man nicht die auf diefe Weife gefunt 
Sntegralien- für vollftändige nimmt, wenn fie nicht zwey willfü 
Eonitanten enthalten. Da nun derfelben Differenzialgleichung u 
lige particuläre Integralien entfprechen, fo darf ed und nicht wun 
Wenn wit. Bier für die vorgelegte Gleichung mehrere verfchiedene ! 
gealien finden.: Diefer Gegenftand ift beynahe ganz neu, und ill, 
Ausnahme einiger Unterfuchnngen, welche ich ebenfalls Tängft bei 
gemacht habe, noch von Niemanden. behandelt worden. Es ift! 
nicht zu zweifeln, daß diefe Methode, wenn man diefelbe einer 
fältigern Aufmerffamkeit würdiget, vieleicht mit der Belt vortrefi 
Beträge zur Analyſis liefern werde: 


u 210 m 


Po en. . K ap i tel X. 
‚Bon der Conftruction der Differenzialgleichungen des weyten 


d. 


v Grades mittelſt der Quadratur der Curven. 





Aufgab e ı3o | - 
bh”. = 
u 1017. S,, y=/Vdx, wobey V irgend eine 
unetion der beyden Veränderlichen x und u bezeich- 
et, von welchen aber die lebtere u bey der Integra 
ion ale conftant betrachtet wird; nach der Antegras 
tion aber feße man x=a, damit yirgend einer Funcs 
ion von u gleich werde; dann aber. nehme man u ald 
beränderlic, und beftimme den. Were des Quotiens 
dy u 2. 
du‘ 





fen — 
Auflöfung 

Da /V dx irgend eine Zunction der beyden Veränderlichen x und 

m bezeichnet, deren Differenziale, wenn u conflant genommen wird, 

== Vdxift, jo wird, wenn fowohl u al& x ald veränderlicy behandelt 

Derden, das Differenjiale der Gleichung y = NV dx folgende Sorm 


Baben 
dy—=Vdx + Tau, 
wobey, weil dad Differenziale richtig ift, die Relation (2) = (= +) 


biatt finden muß. Da aber V eine gegebene Function vonxundu 
2 fo. fege man . 
dV—=Pdx-+ Qdu, | 
B wird (Z) = Q, alſo (zZ *F —8 Q. Betrachtet man hun u wies 
Rx als conftant, fo wird . 
dU—Qdx und U Qdx, 

y welcher Integration bloß x ald veraͤnderlich zu nehmen iſt. Wenn 
ir daher den Werth /Qdx als befannt anfehen, weil wir denfelben 
darch Duadratur angeben Fönnen, fo wird ' 
| dy = Vdx + dufQde. 

Wir fuchen aber das Differenziale von y, welches bloß aus der Ver: 
berlichfeit von wu allein..hervorgeht, und da diefed dy—=duyQdx ift, 
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fo wird der gefuchte Werth En = /Qdx feyn, wenn man ndı 

j nach der Integration x 8 ſett. 
Agu6uſatg u. | 
$. 1018. Da y=/Vdx eine Function von x und u ift, | 
die Integration der Formel Vdx aber, in welcher u als conftanı 
gefehen. wird, irgend eine Sunction von u ftatt der Eonftanten b 
fügt werden kann, fo wird die Function y an fi ch unbeſtimmt 


wird aber ſogleich beſtimmt werden, wenn man das Integrale f 
fo nimmik, daß es für x—0 verſchwindet:. 


Zu EEE Bufap 8. 
og iorq. —— man dieſe Bedingung ‚ To wird: 
x=o verſchwinden, welchen Werth man auch der andern Größe u 
legen mag, es wird alfo auch die Gleichung Statt finden 


ran) 
wenn X=i0 ir otgtic iſt auch ()* 0. Hierau gehan nn 


vor, daß. may das Ontegrale ‚di (2) auch fo nehmen ı 
daß es. fürx=o verſchwindet. 


nn Zuſatz 23. on" 
nd Daymyrana, pin (I) fin 


| (—;) = (7 .) Wenn man aber (2) —Z fest, ſo 
and) (+ 1) = 2) alfo (7) = (7 .. Wird der 


u als conftant betracter. fo findet man 


ne und Z= 1 ( = 


feiguch == [dx ) 





‚3ufag 4 
-$. 1021. Hat man alfo die Integrationen fo auögeführt, di 
Sutegralien für x == 0. verfchwinden, und man fept dann x= 


r 


um 22] — 


eb ſowohl der Werth y=JVdx, are auch (7 = ya: (7 2) 
e deftimmte Sunetion’ von u ſeyn. 


Zuſatz 5. 
(. 1022, ht man auf ähnliche. Weife weiter fort, fo wird 
Lo Sax — ). Wenn daher L, M und N waö immer hie 
ketionen von u " beeimen, fo wird 


Dr ei ) + (a Y) av], 

> ed kömmt nur noch darauf an, daß diefe Formel bie Integration 

äßt. | 
| inmerfung. 

4. 1023. Sind Functionen ven u, naͤmlich L, M und N geges 

‘+ fo muß die Sunction V der beyden Veränderlichen x und u fo bes 

amt werden, daß, wenn u als conftant angefehen wird, die Formel 


LE (= ıM (7 -) + nv jax 


Igrabel werde. Damit aber diefed Integrale beftimmt fey, nehme 
m ed fo, daß ed für zo verfchwindet; dann aber fege man x=a, 
d verfchwindet jenes Antegrale auch in diefem Falle, fo wird 
Ld?y a d 7 
i "Aus u? 
| leitet der Werth „= wi x der er Orig Genüge, roenn 
em angegebenen Geſetze gemäß genommen wird. Allein dad Pros 
„ die Zunction V zu finden, wenn die Bunctionen L, M und N 
eben find, ift völlig unbeftimmt, und man hat biß jegt noch Feine 
hode gefunden, dasfelbe allgemein aufzulöfen; es wird daher zweck⸗ 
Big ſeyn, diefes Problem umgekehrt zu behandeln, fo nämlich, daß 
m die Functionen L, M und N auffuht, wenn die Function V als 
anne betrachtet wird. Wir werden daher Differenzialgleich angen des 
Ya Grades erhalten, deren Integralien wir auf diefe Weiſe wers 
angeben fönnen; und wenn fich diefe nicht nach andern. Methoden 
handeln laſſen, fo werden fie und einen bedeutenden Vort. heil gewähs 
.. Wenn das Integrale 


' /D 1) + “() + ww dx 
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für za, nicht verfchwindet, fondern eine befannte Function U ven: 
darftellt, fo wird der Werth y=/Vdx folgender Sleichung — 
ſprechen: Lary 

dw +7 + Ny = U. 

Da nun diefe Gleichung F unzählige Arten auf andere Formen 

gebracht werden kann, fo werden auch die Integralien diefer Gleächum 
gen befannt feyn, wobey zugleich noch die Bequemlichkeit eintritt, deh 
obgleich, dad Integrale nur ald ein particuläred erhalten wird, hieram 
dennoch gewöhnlich das vollftändige Integrale ohne Schwierigkeit a 
geleitet werden fann. 


u Aufgabe ı3ı. 


(. 1024: Solche Differenzialgleihungen des HAUEN | 
ten Grades von der Form 
Ld?y ne 
wo L,M, N und U Eunetionen von u feyn follen, def 
fen Element du hier conſtant genommen wird, zu be 
ftiimmen, daß fih das Integrale derfelben mit Huͤlf 
der Eonftruction durch Quadratur auffinden Läßt. 


Auflöfung. | 
Man nehme irgend eine Zunction zweyer Weränderlichen u mm 
x, welche wir mit V bezeichnen wollen, und nehme das Juregrab— 
/Vax, indem man die Größe u als conftant anfieht, fo daß es fü 
x=o verfhwindet ; dann aber fee man x=— a, wo a eine hbelichigg 
conftante Größe bezeichnet, fo daß nun /V dx irgend eine Function ı 
u allein bezeichnet, welcher die Größe y gleich feyn fol, fo d 
y 65 wird. Da nun 


=) = IH, 


welche Integralien ebenfalls fo genommen werden follen, daß fie fi 
x—o verfhwinden, fo fege man xa, umd ſuche folche Functione 
L, M und N von u, daß die Formel 


Se[: 


integrabel werde, und beftimme das Integrale derfelben fo, daß 


—— 

















d V 
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ich U wird, wenn man x=a fest. Hat man diefen Zwed erreicht, 
M einleuchtend, daß der Differenzialgleichung des zwenten Grades 


et getNy=V 


du? 


angenommene Sormel y=/Vdx Oenüge leitet. 


Bufap ı. 
$. 1035.-Wir fönnen alfo die Function V nicht ganz willtürlicy 
— ſondern haben hierbey vorzüglich darauf zu ſehen, daß d der 


fe) +) +] 


Charakter der Integrabilität erhält. 


Zuſatz = 
F. 1026. Es werden alfo hier fogleich unzählige Formen, die für 
ern Zweck unnüg find, audgefchloifen ; diefe find nämlich enthalten 
dem Ausdrude V = UP, wobey U bloß eine Sunction von u, und 
nur eine Sunction von x ift, denn dann wäre 


=u/Pas; day _ AU Pdx und Er ZU Pdx, 





du du du du? 


il dieſe dadfelbe Integrale ausdrüden, fo daß durch die Verbindung . 
elben feine abfolut integrable Formel erhalten werden koͤnnte. 


Beyfpieln 
$. 1027. Sey 
u? x u2 + 2 * 

V=uYV * und y=/wdıY nn 
elche s Integrale für x= 0 verfhmwindet; dann aber 
ge man x=a, 

Es wird alfo feyn | 
av u d?V x? 








_ X —— — und de), 
im View £r) (22) u (W422)? Vc⸗ã 


an muß daher folgenden Ausdrud Inrarabet machen: 
Lx? 
dx | ——— + —————— +N NY _ | oder 


(u? + x°)® Y c3—r? a — 12) 


— [br + Net]. 
(u -+ 2)? Ve: — x? . 













nn ntı V — y? I . ĩ 
‚Dan ſetze das Integrale = — ſo iſt das Differen, 
ziale dieſes Ausdruckes 
(n+ ı) za (c?— x?) (x?) — — ante (+ x?) — —F (e2 — 2?) x 


(u? + x2)» 2 vVazz — 1? 





oder | 
Pre Fr Veh ı)c?x?— (n+1)u2?—(n+ x 
(u?-+-x? )® V c?—ı? — c?y? — u?yx? , 


und vergleicht man dieſen Ausdruc mit dem vorgelegten, fo erhält mu 
Mu + Nu = (n+ı)d@u, 
L-+ Mu 4 2Nw = nc? — (n42)u um 
Ne—(n+ı), | 
und hieraus folgt. 
Mu=(n- 1) (ec + u) oder M= 
L=— (ı+ 1)(e +02) + 2(n+ )a®-tnet —(ats)ur o 
L = — — u, 
Wir erhalten daher 
—— d2y + (n+ ————— _ J JE a | 
welcher Gleichung der Ausdruck y=/xıdx vi = — entfpri 
wenn die Integration auf die oben angezeigte Weife ausgefüßet wird, 


—— m 





Zuſatz ı 
g 1028. Wird alfo a—=c gefebt, fo wird die Integralfornd 





y= /[xı"dı V= + I, wenn nach der Integration x == c gef 
wird, das Integrale folgender Gleichung darſtellen: 
u(® +-u)dty— (n+ı)(® -wW)dudy+(n+ı)uyde= 


(n+ı)dudy (n+nDydu - 
oder dy — ——— + Auf = 
Zuſatz a 


$. 1029. Iſt n=ı, fo erhält man durd) Integration 


— — 


—e— A at - 2m 
J. —— arc. sin. — — 
eV I = ler Han) ar ein 3—. 
Tr 
. Ve Her ee nn 
. — 2 + u? 
+ (cu?) arc. sin. + 


c? + u? * “eu 
und fegt man xt, fo findet man | 


— 25 — 








"y=+.(c? + u?) arc. cos. —* ceu, 
daber 
y__ 2 warc.co ce? und — d?y — 2 arc. „oe eu 
Sm dann. von a und Tã = t are. co ea fu: up’ 
hweide 8 ormeln offenbar der Gleichung 
adudy aydu2 
3 Im tagen 
enge leiſten. 
3ufaß 3. 


" $. 1030. In diefem Falle fann das Integrale auch auf folgende 
Bez ausgedrückt werden: 
y=7(. 4 u?) arc. sin. — 1 !cu; 


er, weil jedes Vielfache dieſes Ausdruckes eben fo Genüge leiftet: 
3cUu 


| y= (c—+ u?) are. sin. apa ren 

ie. 
Es leiſtet aber auch y — Puꝛ Genüge, und daher iſt d das voll⸗ 
ndige Integrale 


2 . y=a(c? + u?) arc.sin, — 





+ 2acu + Be tw). 


Anmerfung 
$. 1031. Daß der Wert y=c?-+u? Genüge leiftet, täpe fr ich 


dem gefundenen Integrale erfchließen. Denn weil arc. sin. 







are u? 

e vieldeutige Function ift, und mit dem Bliede 2x vermehrt werden 

n, fo fann man dem Integrale felbit das Glied 2 7(c? + u?) bey: 

gen. Im Allgemeinen aber leiftet auch die Differenz zweyer Integra- 

ben Senüge, alfo muß auh y — 2x (ce? +u?), und allgemein 
= ß(ce* + u?) Genüge leiften. Aus diefem Falle läßt fich erfehen, 
e der angenommene Werth der allgemeinen Gleichung entfpricht, ob: 
ich er durch Integration nicht entwidelt werden kann. Es ift aber 
leuchtend, daß (n—- ı) eine pofitive Zahl feyn muüffe, weil fonft die 
Euler's Integralrechnung. II. Bd» 15 
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Bedingung nicht erfüllt werden kann, daß das Integrale für = 
verfchwindet. 


Beyfpiel = 

$. 2032. Man fege 
vVerm(wehe) (en), ſo wird 

(= = 2nuxm(w x)? (et — x?) und 


| (5 - =) — px (2 22)? [(n2-x2)P 1 2 afp—ı) u tr 
— 220-1 (2 —x2)’(u2 4 x2)P? (au —ı)ur + xt]. 
- Es wird alfo folgende Formel integrabel zu machen ſeyn: 
Jedx(e —x?)’ (u A 
Bra —)w+R]L + 2puw@te)M + (we hr) 
oder 
au (20 —ı)Lu? + 2uLx® Ns’ 
SP dx (e—x?)’ Si 2#Mu° —+2,Mux: 
— Nut —2Npx 
Man febe, das Integrale fey x" (u? — x?)P" (e? — „+ 
deifen Differenziale .n E 
2 dr (u + R)R (et 2)’ x 
BE) E-IHE IE) ach) r ah 
ift, fo wird 
2u(22a — ı)Lu® 4 24Mu? 4 Nu® = ncu, 
opL+241Mu+r2NW=nce®—nu?-+2 (1) —2(tı)u, 
N=—nn2bo1)— 2607 )=—n— 2 — a 
Zieht man von der erften Gleichung 
2u(22—ı)L + 22Mu+ N? =nc 
die zweyte ab, ſo erhaͤlt man 
4r@—ı) L— Ne = (n+2r42) — a W—ı)er væe 
Ara) L= — 2W- 1) (w+e2), und daher 
L = ze—W oo | 
2% j 
Subftituire man diefen Werth in den erſten Ausbud, fo finde 
man — 


= det) Fanta ter ne oder 
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2 AMu = (n-2u—ı1)co - (n+4. P2 —ı)ut,-: 
atrr—N)etw) , E4n, 
ſo M= Er 777 + —— r. 

Wenn n>o ift, fo verfchwindet das obige Integrale für x=o; 
zen wir daher x = a, fo wird folgende Gleichung zum Vorfchein 
mmen: 

(eFuNd?y _ (nFar—ı)(e?+u?)dy | (ptw)udy . 
— tn Tan ++) y 
Ä = ar (a? 4 ur)!" (ce? yet , 
ren Sntegrale | 
y /x-ıdı[u + x?)” (ce? — x?)” 
:, wenn man diefed Integrale fo nimmt, daß es für x—o verſchwin · 
t, dann aber x—a ſetzt. 


Zufaß ı 
$. 1033. Nimmt man a= c, damit der letzte Theil =o wird, 
enn der Exponent » —1 größer als Null iſt, fo wird die Formel 
y = /xıdı(wW—+-x?)” (2 —x?)’ 
as Integrale der Gleichung 
(e + u?yd? y—(n-+- 24 — ı) (ce? + u?) dudy— 2 (u v) u? dudy 
+ z2u(n+2u + 2v)uydu?=o 
ya, wenn die integration fo ausgeführt wird, daß für x—=o auch 
==o wird, und dann x=c gefept wird. 


Zuſatz 2. 

.$. 1034. Synt2p— ı =a; n tin te» —ımßj 
wird 2u==a--ı —n und 

»=ßtı— n— 2 — 3 +2 =ß — ı n — 2a 
wrden , und dann wird die Gleichung 
(e+a?) dey — (ac+Ba?) du dy 4 (at -n)(P—a-tn) uydu—o 
Hgended Integrale Haben nn 

P1i n B--ı +. n — 2a 

y=/zı-dı(W4+x) °” (e—x) . 
irx—=c, wenn nur n>o ind ßB—ı--n>2a. 


Anmerfung. 


g. 1035. Dieſe Conſtruction erſtreckt ſich im weiteſten Sinne auf 
ie Gleichung: 


15 * 


—n 022 mm 


t(a-br)dz-- x(o tex)drdz 4 (+ gr)sdıt ui 
denn erſtlich fann man hier, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tw 
n—2 nehmen, indem man x =u? ſetzt; dann aber wird, wie N 
oben ($. 997) geſehen haben durch die Subftitution 






ae be —ae 
2 — x — + 


jene Sleichung übergehen in | 
xt (a+bxr)d?y--x[2a—c-+22h-+ (ab—e-+-2nb-+2bh) x⸗] drdg 
+ [f-Fah — ch+ ah? -+ [{g}+(b— e-+nb-I-bh) (n--h)] x" ydı!==a 
und wenn hier h fo genommen wird, daß. 
ah? —(@a—-o)ht+f=o | 

ift, fo erfcheint eine Gleichung von der Form, deren Conftruction mil - 
fehon angegeben haben. In befondern Fällen aber fönnen fi Schw” 
rigfeiten darbiethen, zu deren Beſeitigung die folgenden Beyſpiels 
dienen. 


Cu TO zu Zu 


rıaa 


% 







Bepyfpiel 3. 
$. 1036. Sey V=erurxa(ce— x); fo wird 
(3) ee sstı(c—x)’ und (Ge) emar gats — 
ſeyn. 
Man muß alſo folgende Formel integrabel machen: 
eruxyndx(c— x)’ (mLx® -mMx +N), | 
deren Integrale — emax zutı (g-Lx)P FT ſeyn fol, fo muß das Di 
ferenziale diefed Ausdruckes jener Formel gleich werden. Da dieſes num 
eruxodx(c—x)’ [mux(c—x) + (n+ı)(c—x) — (—+ı)x 
ift, fo wird fyn | 
N=(n+1)e; mM=meu— (+4,43); mL=—mu 
Man fege nun x=a, fo wird die Formel 
y= [emurzndx(c— x)’ 


das Integrale folgender Gleichung bezeichnen: 


d? cud (n-+v-+-2) d | ri. 
A TH ah) ymen anti (Pt 
Hier kann m=ı genommen werden, und wenn c=a geſett 


wird, fo entfpricht der Gleichung 
udy—aududy-— (n+v+2)dudy— n+ı)ayde =d 
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38 Integrale ber Werth 

yza/jexdxı(a— x), 
gan nach der Integration xa gefegt wird, in ſo fern » + ı.> 0 
nd n-+ ı > o if, damit man das Integrale für x— 0 verfchwins 
en laſſen kann. 

Zuſatz . 
$. 1037. Setzt man hier y— e/sdu, fo wird 

dz-tuzsdu—auzduf+(n-+v-2)zsdu—(n--ı)adu= o, 
md dad Integrale diefer Gleichung ift 


Sex dx (a — x) 

Jene Gleichung aber verwandelt fich durch die Subfitation 

=2a-tvin 
Artur du--(n +9-+2)vd u—zja?udu— ;(n—») adu=o, 
reiche, wenn ⸗ u-ı—7— 2; s gefegt wird, übergeht in 
AI ud du — Za2adu —!(n—v)adu=o. 

3ufaß a. 

$. 1038. Sey ferner 
urn dam dt der "TI — (ntr-+ı)t, 
DB daß dl 
ds + sdi— a2 u?0t944 dt — !(n—‚)umt»43dı—=o 
Wrd, welche Gleichung fi) demnach auch conftruiren laͤßt. Oder es ſey 
r G p -ı)t=r, fo wird 





. —2n - 2-4 —3 
ie dr ratrtt ar Gyr t>t: dr _ 0 
ap 75 a(nt»+ı) ' 
hide GSleihung für s = — (n+v--ı)q übergeht in 
—11—39—4 —2n—9—3 
n4541 dr — a(n—)r at’! gr 
+ ra: | ats rıy —0, 
md bier. iſt 
—ı n4542 





nn und z=-— (n+> Pı)et’tig 


Unmerfung. 
$. 1039. Da der Differenzialgleichung des zweyten Grades 
— — ady + —— — (n+ı)aydu 


u 


= 0 


— 050) sum 


als Integrale die Gleichung 
y [eu dx(a— x)”. 
entfpricht, fo wollen wir nun ſehen, wie fich eben diefe Gleichung af: 
andere Formen bringen läßt. Sep eritlich | i 
a=at, alſo du= arı-ı dr, | 
1 wird SBubftitution 





* (n+»+2)dy _ A(n-+- )aydt_., 


und wenn nun F Element dt conflant genommen wird, fo erhält 
man 


a Q-ndy _ nn dy A er) aydt 
al A—1dt adıı 14 
oder 


dey — ara! dtdy FRSESNERESSEIR® 


— ar (o-Lnad-2yar = 0 

und dad entfpreiene Sintegrale ift: - | 
y= fe! Sxdx(a—x). 

Man febe ferner | | 

= = Pdt-+ —, und es fg z = e-/Pity, 

jo wird man erhalten 

diz+2Pdtde— ara" dtda4 (AntAr4r4 1) + acid 


ꝓeauſ Para P+ ArrbHtnP_ ax 


dtdz 





Um nun die Slieder, weldhe mit dz multiplicirt find, wegj 


ſchaffen, fege man 
Po ande _ Ati titn, 


at 


und es wird folgende Sleihung zum Borfchein fommen : 
dz — zdt? rer 4 AA (n —v)aıd? 


Zi 
+ 2 a? A? a? 2 | — | 
welcher folgendes Integrale entfpricht : 
An+ı+i-ı ' 
zueten rt ° Se* *ndx(a— x)’. 


\ 


— 95] — 
Wenn nun alſo 


v=n; Man 1)) — ı = 0, ode 





—E = md a=+3= + s(@atı), 
erhält man die Gleichung 
Fi _ 
d’z — azı "tr! de? = o, 
d diefer entfpricht dad Integrale 
rı ı +1 





tat +: +: Jet? an) ?®T'z dz(an)e. 
Dder es gehört zur Gleichung 


| \ dez — wd-2,dr —o 
3 Integrale 
aı ex‘ ı 1 1 1 
— 7t t' 7-=-_- + —-—- 
gse x t fe‘ x al ?dx(a—x) aA 2, 


d wir ergreifen daher dieſe Gelegenheit, folche Sntegrationen allge: 
iner auszuführen. 


Beyfpiel 4 | 
$. 1040. Bezeichnen P und Q beliebige Sunctionen 
nu, und man nimmt 
y=P/fe% x-ıdx(ca— x)", 
mn nämlich nach der Sutegration x—=a gefegt wird, 
wird diefer Werth von y das Integrale irgend eis 
wDifferenzialgleichung des zweyten Grades 
—— 














dw 
yn, und diefe Oleiäung ift zu fuchen. 
Zur Abkürzung der Rechnung ſetzen wir 
daP = P’du; dP’/ Pdu; eben fo 


dQ = Q’du; dQ’ = Q’'du. 
Es wird demnach feyn 


= P/ fe: g-ı dx(a— x)’ -+- PQ/fetr x" dx(a—x)’" 
d 


— 0592 m 










= = P/ [el xn—ı dx (a—x)’" + 2P’ — eQxxn dr (1) 


un PQU fe" x" dx(a—x)’' J— utia 1, 
und hieraus folgt dann | 
— 
M _ yo SEP“ — HLRQnnHurgee) 
fer pr de(a—2) -PMP’-MPQ'x--NP 
welches Zutegrale S e% x" (a— x)” feyn foll, fo daß es für 12 
verſchwindet, wenn nur v»>o, fo wie ed auch für x=o verſchwindet, 
wenn nur n>o iſt. Das Differenziale diefed Ausdruckes iſt: 
e®xııdx(a— x)’ "[Qx(ca— x) + na— (a-+v)x], 
und die Vergleichung diefes Differenziales mit der oben gefundenen 
Sorm führt auf nachftehende Relationen: 
LP“ LMP--NP=na, 
aLPQ’ + LPQ"-LMPQ =aQ — (a) m 
LPQ" = —Q, alſo L=— Fe * iſt 
— 22 (n nr 2P’Q 
797 tt m 
_. na pP“ r MP’ 
N-7 + ze u, 


und foift denn die gefuchte Differenzialgleihung des zweyten Or | 
befannt. 








Zuſatz ı. 
$. 1041: Wollen wir Mo fegen, fo wird feyn 


. pP 

N- at Ft =e 
weldye Gleichung durch die Multiplication mit win in folgende über, 
geht: | 








2dP d do’ a 
SFr — a4 
und das Integrale derfelben ift 
al p: (or 
e FR Const. oder 
Q" +» 


n-+ 9» 
P= ce tg 2 v 30° 


x 
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Zuſatz a 
$. 1042. Sey Q=2aul, fo wird man erhalten: 
Q’ = 2aA ul! und 
tat, )+ı 


P=Ce "u. 0.2 , baber 
q .—Ata+r+ı)+3 

Lea." u a und 
N=--+ gar 
pP P2 d 0? 
Es ift aber e 

—\-+3 
5 = ram und weil 


„Aatrontı du 


2 u 
; fo wird man finden 


——e— — a‘ G —- ı)aul”2du: — er) + 1 ‚iu 


+ a! ar uR—2 Au: —_ 

N on 2» don 

arAala(n+v— ı)+ ı] ul-: du l (n + — 1) + 1] — * 

er 

P 21 —— 

-= a?A?ta?u | du2 — ad? (n + ») au du? + 
2(n +» — ı2—ı du 





4 I]. 4 folglich 
d?P ,., 72 122 —ı _ 
5 pSraatu +:(n—v)a + E de A 
) ' 
-A(n--y—ı)—ı 
= e*"" ‚u ” Bi + !(n—»)a 
Bat -ı 
+ Ba}: u J. 
Zuſatz 3. 


— 


$. 1043. Es wird alfo ſeyn: 


—24M 082 ναα)] | 
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u 


“ in 
_ — gun — u 

















3 FıIA+ı+I— * 
5 | v : uda qua co) uoq⸗ 
55 m 3 — = (li — u). —-» am un "hror °S 
Ä \ y gone | 
j 31 — )x— ye x U — yon 
sy Hr ı AF—-I—  DIHHIAF—J “ st +1 A+ı Vz 
2900 lt — 8) xp X S n» a —=ı 


Qt 





— 
— — n — 


| xt Fach x 
pnadjpua 


buncpiↄa q aↄq qun ⸗ ve =a gm | 
u IEIAFTIT Ä 3% — 5 














03370923 uuvq am uaqa⸗ↄai 0] 








9 rag un Ioamıe ag jean Yon aa un 
al — 8) xpi-x xynnıe/ 0% n yne» ml . 
| ruzehet 


. u . :3WaB3JUS goquabjol. - IvG 





- n y n p 
meter era ]iett 


Bun ag qun 


: BundpragBaagy 298119498 ou uvm 379419 0) /J9quaplasa 
se=x an) nv 910 /o=x an) Igomol gadıam 'x a» “us „(‚x — 2) = Ga] ajvabaꝛuC ovq unu ago) uvx( 


Iſx, ux too ‚x s— yel'levor — * yar’umx, a (1 Y)w—x yarulsx,_ „BY? —x „Uv's00 N] ı—.(.X—ıe)x pf: == 


x 
INT on Tem * * 
ua] ga ppumioq qun 
'[xyn» soo x yzlıkıv — zum ur, n(t— x) vn» —] ‚(x — ıı) spı/ = ya 
un ee ur Rp ner = 
24 1 69 


zaılıs) ↄabnua Bungpray@ aual aↄ2q /usgaam uaqun)ab gagvım uasham? gaqg Bunkyısjd 
u? uaaa)jıg Aura 1j0) 0) /agaam pıajb n won uoryaung zau19 quabaı A ygımva /qaım 392|36 
vmx uolyvaBa3uG 299 vu maqur /xunn 000 „ „(X — 2a ua 'Hor °f 


cs 1244442 8 


zn 0735 um 


dumm ud) 0 <a qun o <u Biquaagyou om 
4 (x— v) xp vs N af e n° p= 


X° tı_ Ä 
37 FıIAT—yIH+ ns ("Sr 3 Hı A+ı ve 
:u3g9ug aivabꝛ u gaqusdjo) („_n3 4 _yaje + u? 8) „np4 = 4,p 
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\ _Ata _ | 
- 22 3 tt, a-ıt:; N on as. 
Es entſpricht demnach der Oleichuns 


a⸗ al | 
er, (iv—r- ı) * - aaa 2 0 


L= 





folgendes Integrale: 








y = fäx (a — 22)?! cos. auf. 4 
Zuſatz ı. 
$. 1046. Wenn alfo v =. und a= U ſo erhalten wi: 
für die Gleichung 


—— 
folgendes Integrale: —i-ı 
y — [dx (2 — x?) ai cos. 2 x; 


wenn nämlich nach der Integration xSa gefegt, und dad Snteguak 
fo genommen wird, daß es für x==o verfchwindet. 


\ ' Zuſatz = 


$. ir Wenn alfo Zt -— k= einer ganzen Zahl if 





oder A 





, ſo atfgrihe der Gleichung. 
— 4 — 4 
dy + au ?!tı ydu? 0 
nachfiehendes Integrale: 
y — fdx (a? — x?)" cos. z ulx; 


ok + 


welches fich wirklich darftellen läßt. Es erben fid) nämlich die oben 
angezeigten integrablen Fälle. 


nmerfung. 
F. 1048. Da wir y=/Vdx gefegt haben, wobey V irgend 
eine Funetion von u und x bezeichnet, von welchen wir aber beg diefer 
Integration bloß x ald veränderlich betrachteten, fo ift es nicht abfolut 
nothwendig,, das Integraie fo zu beſtimmen, daß es für x 0 ver 
ſchwindet, fondern es iſt fchon hinreichend, daß es in irgend einem 
beftinnmten Salle, 3.8. für x=b verfchwindet, und daß dann, wenn 
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ferner x——a geſetzt wird, y ſich in irgend eine Function von u vers 

mmandle, welches fich durch Quadratur angeben Täßt, indem wir Bier 

Bie Integration der einfachen Formeln mit Mecht als befannt voraus 

ſetzen. Hier wird nun der durch u ausgedrückte Werth von y das Integrale 

irgend einer Differenzialgleihung des zweyten Grades von der Sorm 
Ld?y + Mdudy + Nydu? = Udu?. 


bezeichnen, wobey aber erfordert wird, daß fich die Formel 


Je) + u) +ar] 


miirklich integriren Täßt, woben das Integrale ebenfalls fo zu nehmen 
üf, daß es für x==b verfchwindet, dann aber = U wird, wenn man 
= a ſetzt. 
Aufgabe 13%. u 

F. 1049. Wenn P und Q Zunctionen vonx, K aber 

eine Function von u bezeichnet, und man ſetzt 
y=/Pdx(kK+ Qi, 
woben das Zutegrale fo genommen wird, daß es für 
z=b verfhwindet, dann aber x=a gefegt wird, 
damit y als Function von u erfcheint, fo foll eine 
Differenzgialgleihung des zweyten Grades zwifden 
>3 und u gefunden werden, welder jener Werth von 
TOenüge leitet. 
Auflöfung. 

EydK—=Kdu, dK’—=K‘du, fo wird, weil 
Ä y=/(K+O)"Pdx if: 
| =) — fa (K+ Q)r— Pax, 
E mb wenn man von Neuem differenzirt: 
= /[aR” (KR + Q)-' + n(n—ı)K” (A rar. 
Begeichnen demnach L, M, N Zunetionen von u, fo erhält man 
den Ausdruck | 








frax (E+ 9 [NR — — +Q) 

nn nLR“(R + 0) + n(n- ı) LK] = 
_‚JSNR-aMRR + nLBEKR”Ln(n—ı)LR” 

Sfr axk+ 0) HANKO FM Q pabH7O HNQ" 


— 7530 


Da nun diefer Ausdruck integrabel feyn muß, fo ſeße man dab 
Sntegrale =R(K + Q)r=: 4 Const., fo daß dieſes wie vorher I 
x==b verfchwindet, wobey RA bloß eine Function! von x ſeyn Io. © 
nun dad Differenziale diefer Sormel 

(HK + OP, [KdR + QdR-- (n— ı) RdQ] 
ift, fo muß man erhalten 
[NK® -nMKK’ + nLKKR“ nn (n— ı) LKr] Pdx! 2 
+ @ NK --naMK —- nLK“) PQdx + NPQ:dx = 
— KdR + QdR ++ (n— ı) RdN. 
Es müſſen alſo Hier zweyerley Arten von Gliedern erſcheinen, 
ſolche nämlich, die gar Fein u-enthalten, und dann andere SHE 
welche die Function K enthalten, und diefe.muß man dann abgefo 
einander gleich feßen; zu diefem Zwecke nehmen wir nun an, ed ſey 
NR? -nMEKK -- nLEKK“ Ln(n—ı)LE2=A tal, 
eNKLnMK Lil BBRK md 
N=C-+YyYEK 

Eliminiren wir aus den beyden erften Gleichungen M, fo erhal, 
ten wir: 

— NR n(n—ı)LR?=A+aR — BE — BE - = 
und hieraus folgern wir, wel N=C--yKH if: 
1 — At @-BK— B-OR + yK 






und hieraus 


n (n— ı) R’ 
B H— — “ r 
M— +3 aNH nLK , ; 
n J 


ſo daß aus der Function K fich die Größen L » M und N beitimmen 
laſſen, während die Größen A, a, B, ß, C, y was immer für Con⸗ 
ſtanten bezeichnen. 4 
Nun muß aber auch noch folgende Gleichung Statt finden:  -: 
(A-+aK) Pdx + (B+BE)PQdx + (C++ FE) PQrdı= 
= KRdR+-QIR-+- (n— ı), RdO. 
Wenn wir daher die Glieder wieder in zwey Arten abfondern und 
einander gleich feßen, fo erhalten wir: 


Pdx(A+BQ+CQ) = QdR.+ (n— ı)RdQ, 
‚Pdx (a >80 +70) = dR, und daher iſt 
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——ver 
. dR 


a+pPQ +7 
a—ı)RdQ —_ A+(B—a, 0 F(C—BP) 0? — 9 Mr 
TR atpQ +7% rn 
dR E-NdQ@+PQ +1 


R ee Le u 
Es wird alfo die Function R aus der Sunction t. keftimmt; 
ın aber wird 


Pdx = (m) RaQ 


Nun fol jedes Integrale RCH + Q)s-' 4 Const. für za 
die Bunction U übergehen, fo wird der anfänglich. angenommene 
bi (n—ı) Rd (K + O)» 

A+ıB-a Q +(C—P) 9 — y% 
} Integrale folgender Differenzialgleichung des ziyenten Grades ſeyn: 
Ld?y + Mdudy + Nydur VUd us. 


J = 


3ufaß ı. 


$. 1050. Da man für Q eine beliebige Function von x anneh⸗ 
n kann, fo fönnen wir auch ohne Anſtand Q=x fegen; dann muß 
in alfo BR aus folgender Gleichung beflimmen: 
dR (n—ı) dx (@ + ßx + yx?) 


RB "ITTB-Jır ce nut 
d man wird, wenn für K irgend eine Zunction von u angenommen 


ird, die Gleichung erhalten: 





—4 Rdx(K-+ x 
ea) JAFBZIT+U-Hr—yn 


oben zuerft das Integrale fo genommen werden muß, daß es fü 
=b verfchwindet, dann aber hat man x==a zu fegen. 


Zuſatz 2 
G. 1051. Aus der Bunction KH aber wird bie Differengialgleichung 
es zweyten Grades fo gebildet, daß man , 


A—-B-JEK+C—-HMR+YE 


2 
n (n — ı) dR? ‚du, 


L= 


E 


mem 240 zum 
B--aC—HK— ER „ _ LER 
ndK ‘ du.dK 
N=C-.t-yR 
erhält; dann ſetze man in dem Ausdrucke R(H-- X) + cContt, 
welcher ſo gebildet worden iſt, daß er für x—b verſchwindet, 1x4, 
und bezeichne durch U die hieraus ſich ergebende Function von u, fo 
wird man die Differenzialgleichung des zwenten Grades erhalten: 
Ld?y + Mdudy + Nydu: = Udur, 


"M = und 














Zuſatz 3 

$. 1052. Wenn der Ausdrud R(K-+ x)"-' 4 Const. fo gi 

bildet ift, daß er fowohl für x—=b, ald auch für x=a verfchwinde, 

oder wenn vielmehr bey der Integration die Glieder fo beftimmt wer: 

den, daß fie diefe beyden Bedingungen erfüllen, fo wird der für y 
angenommene Ausdrud der Sleihung _ 

Ld?2y 2 Mdudy +4 Nydu? = o 

Benüge leiften, und wenn man dann diefe Gleichung auf andere For 

men bringt, fo wird man auch die Sntegralien derfelben angeben 

koͤnnen · 


Aufgabe ı33. 
$. 1053. Bezeihnen P und Q Sunctionen von 
K aber eine Function von u, und man fept 
 y==/feflPdx, 
indem man das Integrale fo beftimmt, daß es für 
x = bverfhwindet, dann aberx— a nimmt; fo wir 
yeiner Function von u glei werden, die irgend eine 
Differenzialgleihung des zweyten Grades Genägt 
leiften wird, und diefe Gleihung foll gefunde 
werden. | 


Auflöfung. 
Da y=/ettPdx ift, fo wird man erhalten 


d 
= feROKıPQdx und 


zu 27,1 — 


am ferir ug Fun Q'], 


und demnach wird u 
— - 4 N = 
—= fe tPdx [N + —* + LK”Q + LKrQ?] 
Man febe, das ‚Integrale Hievon fey eEQR +- Const., welcher 
Ausdruck für x==b verſchwinden ſoll, fo muß 
dAR-+-KRIQ—=PAx[N + (MK--LK“) Q + LErQ?] 
werden, und aus den oben angeführten. Gründen fegen wir 
LE@—=A-+toaR, 
MKLLKO=B+4BE, 
N=CH+?7K 


— 








fo werden wir erhalten 


A-aH _B-+BHK LR” 
L- Kr und M= w = 


und folgende Bleichungen finden: 
 dR=Pdx [C+-BQ-+AQ], 
RdQ = Pdx r + BQ-+ 402)], 
und bjeraus folgern wir 
« dB, dO [C-+-BPQ + AQ:) 
— r + ICH Ta “ 
And ed die Zunetion R gefunden, fo wird 





ö Para — 422— 
1462 ra 
werden, ſo daß nun folgende Gleichung Statt findet: 
y= feH?. RdQ 


TH H er 
Wenn nun der Ausdrud et R —- Const, für x==a in die 
Sunction U übergehen fol, fo wird 
Ld?y + Mdudy + Nydu?: — Udu? 
de Differenzialgleichung des zweyten Grades ſeyn, welcher jenes Ins 


egrale entſpricht. | 
Enier’s Integralrechnung. 11. BD. ‚6 


— ()7) ma 


2* — Pr fe® gı-ıdx(a—x)’! + 2P/ Qse® x»dx (a1) 
+ PQ fe xndx (a—x)? —ı J— za + 1 dx u 


und hieraus folgt dann | 
mt * +Ny= en 
_ form 9 SPY HaUmQn+LrQnchLRgee) 
fer gr de(a—2) -FMP’--MPQ’x-+-NP 
welches Sutegrale — et x” (a— x)’ feyn fol, fo daß es fürx=« 
verfchwindet, wenn nur »>o, fo wie ed auch für x==o verfchwinde, 
wenn nur n>o if. Das Differenziale dieſes Ausdruckes iſt: 
etxn-ıdr(a— x)’ ! [Qx(a—x) +na— (n-+») x], 
und die Vergleichung diefes Differenzialed mit der oben gefunden 
Sorm führt auf nachftehende Relationen: 
LP LMP+NP=na, 
aLPQ! + LPQY - MPQ=aQ — (n-+ >) m 
LPQ"= —(Q, dp L= — 2 Pe iſt 


— 22 (n+>) aP’Q 
= HER + 


















eV. ?Q 
na P’Q MP’ 
ae 


und fo'ift denn die gefuchte Differenzialgleihung des zweyten Orte 
befannt. 
3Zufaß ı. 
$. 1041: Wollen wir Ao fegen, fo wird feyn 


Kal (Zu Ah 


welche Gleichung durch die Multiplication mit Q in folgende übe 
geht: | 





3dP ( d do’ 
+3 dQ — —— 26 
und das Integrale derſelben iſt 
al pe | 
el — Const, oder 
Q" +, 


n-- » 
P= Ce” ga V 10° 


x 





m 335 m . \, 
Bufap = 
$. 1042. Sey Q=2aul, fo wird man erhalten: 
| u. = 2a wm und 
1 —94 1 
P= ce” aan u 2 y daher 
J 1— — — 
L=— om © et u a ‚und 
N-4 20 gar 
Ä | Pd: 
Es iſt aber rd 
- — +3 
* = pie und weil 
EZo—asdtau;Htetrontr, mn 


a u 
u) ſo win man finden 
dp Imm2- A(tny—ı) +ı du 


+ @rau2de — 

- ara (nv — 94 ı] ul: du: + [A (n m ı)-+ Le 
ner | | 

“ap 21? 42 u 2al—a | I—3 FREE 

m «Natu du? — ar? (n-+- >») au de + 


. polgtig 


4 u? 
23 4 Ze: aan, +: u 7 12 (n —— — 4 
And 
N Aatsoy-ı | 
N-e’’% ,u 9 Ei + :(n—»)a 
Mint» — ı?? —ı 
+ Ba? u J. 
Zuſatz 3 


F. 1043. Es wird alfo ſeyn: 


— aa] 


4* 





2. Rt Tr ._ 
TEhrTnn qun 37 TıA+Fy+r,; _ u 
7 v su) gum 0) uoq 


ı—.tocH+ gun 12 = (e—U)v —=oı am ung "hhor 








I a 

















u sung 
. gr (x — ve) xp ve x Bi En you 
IYyFıAFY—I— Hy Hırtı-y \ 3 HAr:ı Ur 
age !,_(x— 8) xp ._.x I u ne , 0=4 


ne 


Y xc ı+(-c+Wy Ver 
210abauC ovq Hualzu⸗ (._.n3+ u ya3® + e—_yaR 20) upi = op 


SunprID 29 m Gary, Mona” 





: 0913092 uuva aa uaaıaaı ol 











3 * — rege qun —um« 20 3=(a—u)v Zr =v am mil 
0) Xp 1-0“ —R — nn = Ko 
ı + (1ı—ec+ u)Y 
| | . J te— : ↄbvabaue ooquoabjo. 309 
” ” nt np 
Im: Hampton) ade a2 . rn 


Bunfpa@ 219 qun 


: Bunfprojßaogg 296120538 puu uvm 319422 a] J9quariplxae 
ex an) nv 970 /o=x an) 4omo] gapyam /x um “uns „(X — ‚e) = da] aywaßayug guq /unu 259] uvıg 


[x a»’soo X g_ lem —xzyav'urex, „Alt Y) er —xyumuisz,_ BP —x yun's00 n]._ «(ir —e)xpf= 











NP 
=4in+t 75* 
: ud⸗ ana (ppuiuoq qun 
up 
/ ‘[xyn» ’s09 X .—_y. «X? — zn» ’u1s a (1 — ) vv —] (X — e) ıpı/= Tor 
| j gun xy ZU8 (iX — ı8) px / vo = Tr 
2314 ıı 69 


zaılıaj ↄaAbnua Bungıaım ausl 299 /usgaaam uaqunjab gagvam uarham? gaq Bunkpı>jd 
spıguaaa)jıg auıa jo) 0) /agaaam Pı9j]d n uoa uoryaung aauıa quabır A yımoaq /aaım 39326 
| vmx u0o1302B33uS 299 Pvu maquı ‘x.nn 'soo elek — e)zp/=L 11m uafaQ 'ghoi °S 
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"gum ud) o <a qun o < u Brausadyou om 











2 vi (x — ev) xp vo x 1 Y/ vo pmf 
3 HıAtrY—s+ 3 IH AFY—3— x 37 +ıA+tı Ve 


:usgog VaB3JuG gaquoßjo) («a3 + „UI 4 u yn 20) np = Aıp 


"Aanoecaonaca 4 naasnaaralanamaa ana „ananahalracahrıarn ar rn afnrıanı S Rıcan ana aa m an cahaallannne 2 —— 
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N aa? ul, 


ira _ 
L=" : vn ‚aıt!; 


al: ?° 


Es entfpricht demnach der Gleichung J 


I + (Av —r + ı) * a2 A2 a2 u2A—3 y = 0- 
folgendes Integrale: Eu 
y= /fdx (a? — x?)’" cos. aufx, s 
Zuſatz ı | 
$. 2046. Wenn aljo » =. und a3, fo erhalten we: 
für die Gleichung ı 5 


—* 4 a u?ꝰ? 2 0 





folgendes Integrale: —i—ı 
y — [dx (2 — x2) ai cos. fx; 


- 


wenn nämlich nach der Integration x—a gefegt, und dad Jntegrale 
fo genommen wird, daß es für x=o verfchwindet. 





\ ' Zuſatz = 
(. 2047. Wenn alfo Zt -— k= einer ganzen Zahl if, 
oder A end fo entfpricht der Gleichung 
— 4k—4 


dey au ?!tı ydu =o 
nachfiehendes Integrale: 
y — [dx (a? — x?) cos. = uAx; 


welches fich wirklich darftellen laͤßt. Es ergeben fich nämlich die oben 
angezeigten integrablen Fälle. 
Anmerfung. 

$. 1048. Da wir y=/Vdx gefegt haben, wobey V irgend 
eine Zunction von u und x bezeichnet, von welchen wir aber bey diefer 
Integration bloß x als veränderlich betrachteten, fo ift es. nicht abfolut 
nothwendig, das Integrale fo zu beftimmen, daß es für x o ver 
ſchwindet, fondern es iſt fchon hinreichend, daß es in irgend einem 
beftimmten Salle, 3. B. für x=b verfchwindet, und daß dann, wenn 
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erner x=—=a geſetzt wird, y ſich in irgend eine Funection von u vers 
sandle, welches fich durch Quadratur angeben laͤßt, inden wir Bier 
de Integration der einfachen Formeln mit Necht als befannt vorauo⸗ 
eben. Hier wird nun der durch u ausgedrückte Werth von y das Integrale 
wgend einer Differenzialgleichung des zweyten Grades von der Korm 

Ld?y + Mdudy 4 Nydu? = Udu?.. 
vezeichnen, woben aber ernen wird, I ſich die Bormel 


S dx He 
wirklich integriren läßt, * das —8 ebenfalls ſo zu nehmen 
iſt, daß es für x==b verfchwindet, dann aber = U wird, wenn man 
ga ſetzt. 





Aufgabe 138. 


F. 1049. Wenn P und Q Zunctionen vonx, x aber 

eine Function von u bezeichnet, und man feßt 
y=/Pdx(R +0), 

woben dad Zutegrale fo genommen wird, daß es für 
z=b verfhwindet, dann aber x=a gefegt wird, 
Damit y als Function von u erfcheint, fo folT eine 
Differengialgleihung des zweyten Grades jwifchen 
Jund u gefunden werden, welcder jener Werth von 
7 Oenüge Leiitet. 


Auflöfunge. | 
EydK—=Kdu, dk—=K‘’du, fo wird, weil 
un? = S(R + 0Q)r Pax if: 
=) = Sn (K+Q)r- Pdx, 
nd wenn man von Neuem differenzirt: 
N = /[nK”(R+ Q)"-: —- n(n—ı) Kr (HR ri O).—] Pdx. 
Bezeichnen demnach L, M, N Zunctionen von a, fo erhält man 
en Ausdruck 


LR+MZ4N= 


Pdx(K+ DIN (KF-O + aMECHQ) 
+nLKö(k+Q) + na —ı)LE7] = 
NR L-LaMEKR-+-nLEK”L-n(n—ı)LR” 

Pd K-+ N. ANKQ +nMKQ+ uße +NQ ). 


— 750 —— 

















Da nun dieſer Ausdruck integrabel ſeyn muß, fo ſetze man dab’ 
Integrale =R(K + Q)r-: + Const., fo daß dieſes wie vorher I 
= b verihwindet, wobey Bi bloß eine Bunction ı von x ſeyn fol. "© 

nun das Differenziale diefer Formel 
(K-+ [RAR + QIR+— ı) RdQ] 
ift, fo muß man erhalten 
[NK® --nMKK-nLKK“ on (n— ı) LKr] Pdx! * 
+ @NK-+-2MK —-nLK”) PQdx + NPQ:dx = 
— KdR + QdR + (n— ı) RN. 
Es müflen alfo hier zweyerley Arten von Gliedern erfcheinen, 
folhe nämlich, die gar Fein w enthalten, und dann andere Glide 
welche die Function K enthalten, und diefe.muß man dann abgefo 
einander gleich feßen; zu dieſem Zwede nehmen wir nun an, ed fey 
NK? - nMKK — nLEK“ I on(n—ı)LR2=A +ali, 
eNK+nMK LRERBBRK ww 
N=C-+yYEK 
Eliminiren wir aus den beyden erften Öleichungen M, fo erhal, 
ten wir: 
— NR? —- n(n—ı)LK? = A aR — BER — BEL: 
und hieraus folgern wir, wi N=C-+YR if: 
1. — {+ «DK - G-OR +yB 
n (n— 1) KR’ 
B+B8HK— 3NK— nLK“ 
ae — 
fo daß aus der Function K fi die Groͤßen L, M und N bejtimmen 
laſſen, während die Größen A, a, B, ß, C, y was immer für Cor 
ftanten bezeichnen. 
Nun muß aber auch noch folgende Gleichung Statt finden: 
(A-+aK) Pdx + (B+BE)PQdx + (C-+yK) PQ:dı= 
— KdR+ QIR+ (n— ı) RdRQ. 
Wenn wir daher die Glieder wieder in zwey Arten abfondern um 
einander gleich fegen, fo erhalten wir: 


Pdx(A+BQ-+CQ:) = QdR.+ (n— ı) RdQ, 
‚Pdx («7 BQ + yQ°) = dR, und daher ill 


und hieraus 


M = 


259 — 


ABO FC gG HEUER e 
R 


«+pQ +YY° 
n—ı)BdQ —_ A+(B—a RR -F(C—B) 0? — yQ3 fr 
dR PET CE CT un 
ar _ an dQl@+EQ +YW) " 


—-Ir76-9 2 + 1-9 — J 
Es id alfo die Function A aud der Function 8 keftimmt; 
ann aber wird 


Pils — (n—ı) RdQ 


A+(B—e)Q +(C—P) 9 — y0Q° 
Nun fol jedes Integrale RK + Q)e-: 4 Const. für za 
1. die Sunction U übergehen, fo wird der anfänglich. angenommene 
Berth 
| „- (n—ı) Rd (K+OQn 
A+B—0)Q + (C-9— 7% 

#8 Integrale folgender Differenzialgleichung des zweyten Grades ſeyn· 

Ld?y + Mdudy 4 Nyduw = U.du*. 


0 0 3afaß ı. 


u, 1050. Da man für Q eine beliebige Function von x anneh⸗ 
men kann, fo fönnen wir auch ohne Anſtand Q—x ſetzen; dann muß 
man alfo BR auß folgender Gleichung beftimmen: 


dR (n—ı) dx (@e +ßx + yx?) 
BR ‚A+B-—-dx<+ CG_-Hu—yut 


Bad man wird, wenn für K irgend eine Zunction von u angenommen 
wird, die Gleichung erhalten: 
Rdx(K-- x 


= eo) JIFE=I:+ U -Hrzze 


u zuerft das Integrale fo genommen werden muß, daß es fü 
== b verfchwindet, dann aber hat man xXa zu ſetzen. 


3ufaß 2 
F. 1051. Aus der Function K aber wird bie Differenzialgleihung 
:8 zweyten Grades fo gebildet, Daß man , 


A—- B-JK+(C-—- HH +yE 


n (n — ı) dR? ‚dad, 


L = 


& 
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B-- G0C—P)K— ıyke Lak 
| ndH da und 


N=C-.+-yK 
erhält; dann fege man in dem Ausdrude R(H-- x): 4 Conkt, 
welcher fo gebildet worden ift, daß er für x==b verfchwindet, x=a, 
und begeichne durch U die hieraus fich ergebende Function von u, fi 
wird inatr die Differenzialgleichung des zweyten Grades erhalten: | 
Ld2y + Mdudy + Nydw — Udur, 


Zuſatz 3. 

F. 1052. Wenn der Ausdruck R(M-+ x)" +- Const. fo ge 

bildet ift, daß er fowohl für x—=b, ald auch für x=a verfchwinde, 

oder wenn vielmehr bey der Integration die Glieder fo beftimmt wer: 

den, daß fie diefe beyden Bedingungen erfüllen, fo wird der für y 
angenommene Ausdrud der Gleichung _ | 

Ld?y +- Mdudy 4 Nydu =o 

Genüge Ieiften, und wenn man dann diefe Gleichung auf andere For 

men bringt, fo wird man auch die Sntegralien derfelben angeben 

Pönnen- 





Aufgabe ı33. 
$. 1083. Bezeihnen P und Q Sunctionen vonu 
K aber eine Function von u, und man fegt 
y= fe#lPdx, 
indem man dad Integrale fo beftimmt, daß es für 
x = boverfhwindet, dann aber x — a nimmt; fo wir 
y einer Function von u gleich werden, die irgend eine 
Differenzialgleihung des zweyten Grades Genäst 
leiften wird, und dieſe Sleihung foll gefunden 
werden. 


Auflöfung. 
Da y=/SelQPdx ift, fo wird man erhalten 


d 
= fıeRQK'PQdx um 


zum 2/1 m 


/ 


dam fer wuq +EaQ], 


ınd demnach wird a 
—— May er 4 Ny — 

—= fetrPdx [N + —* + LK”Q-+ LKr0Q:], 

Man fege, das ‚Integrale dievon fey eEQR + Const., welcher 
Ausdruc für x=—b verſchwinden foll, fo muß 

dR-KRIQ—=Pdx: [N + (MK—-LK“) Q + LKr 0?) 
werden, und aus den oben angeführten Gründen fegen wir 
LE2 —=A-toaH, 

u ME LLK—=B-+4 BK, 
0 N=CH+?7K, 
fo werden wir erhalten | 


Areal _B+BEK LM 
u und Me en 


und folgende Sleichungen finden: 
 dR=Pdx[C+BQ-+AQ], 
RdQ = Pdx Yr+BQ + 402)], 
and bjeraus folgern wir 
r- . dB, dQO[C+BQ-AQN 
BT FRHe 
Rund fe die Function R gefunden, fo wird 
RdQ 
IFPO+=® 
berden , fo daß nun folgende Gleichung Statt findet: 
Rd 
yafır. ER Fr 
Benn nun der Ausdrud ei ER Const, für x == a in bie” 
Sunetion U übergehen foll, fo wird 
Ld?y + Mdudy + Nydu? — Udu*t 
de Differenzialgleihung des zweyten Grades ſeyn ‚ welcher jenes Ins 


egrale entipricht. 
Euter's Integralsechnung. 11. Bo. 16 





Pdx = 


| 
zum {2/72 mm 


Zuſatz . 
$. 1054. Hier fann man, wie früher, x flatt Q ſchreiben/ u) 
demnach wird 
dR __ dx [C +Bı-F-A 12] 


RO y+ptam 7 
Rdx 
alt pen 
und U ergibt fi) aus dem Ausdrude ef: R —- Const. , wenn xmus 


gefegt wird; der Werth von RB aber fann verfchiedene Formen erhalten, 
die von der Natur der Coefficienten a, ß, y abhängen. . 


Zuſſatz 2. 

F. 1055. Für K aber darf man jede beliebige. Function von ®. 

feßen, deren Befchaffenheit die Form der Differenzialgleichnng des zwey⸗ 
ten Grades beſtimmt. Es iſt aber 









Atak,,, _B+BSK . (A aX) Audit 
7 u Br rs  ı —æ 


ud N=(C rn RE 
feyn, und daher ift die Differenzialgleihung des zweyten Grades: 


(A+«KH)d?y (B-+£6K)dy (A LaR)deHd 
nr Hr 


Zuſatz 3. 
$. 1056. Da bier auch u aus der Rechnung verſchwindet, fo # 
es gleichgültig, welche Sunction von u für K genommen wird, um 
man kann daher auch, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, R=if. 
fegen, wenn man dabey nur das Element, welches man als unverät 
derlich angefehen bat, gehörig berückſichtiget. 


ur 


Anmerfung ı. 
$. 1057. Nimmt man alfo K=u, und betrachtet das Eleme 
du al8 conftant, fo da ® Ko wird, ſo kann man folgen | 
Gleichung aufitellen:: | 
(A + au) d’y (B u) d | | 

a na a a a A En zer (C+ro) 7 = U, 
wo U eine folche Function von u bezeichnet, wie wir angegeben haben 
Auf ähnliche Art aber laͤßt fich nach der vorhergehenden Aufgabe fo 3 
gende Gleichung aufitellen : 
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[A — BE i+c—-Nw+ yo] De 
+o-2[8- — ——— 


welche Gleichung für eben fo allgemein zu halten it, als haͤtten wir 
sine belichige Sunction von u für K gefchrieben. Denn. fept man ſtatt 
u irgend eine Function von t, und betrachtet das Element dt als cong 
ſtant, fo. laſſen ſich Hieraus, allg jene Formen ableiten. Es iſt daber 
dieſe Gleichung bey weitem allgemeiner, als jene, welche wir oben ing 
Allgemeinen. in ‚unendlich: Reihen. aufgelöft haben, ‚Gewöhnlich, ‚aber 
find diefe Gleichungen fo befchaffen ‚daß ihre Integration, nad) ‚ondern 
Methoden nicht ausgeführt werden kann, weßhalb es diefe Methode 
allerdings verdient, daß ihrer weitern Ausbildung die Geometer ihre 
ganze Aufmerffamfeit widmen. 


Unmerfung » 


$. 1058. Ich bin bey der Auffindung ſolcher Conftructionen ders 
geltalt zu Werfe gegangen, daß ich anfänglich irgend eine Differen- 
tialformel /Vdx=y, in welcher V eine gewiſſe Function von u 
und x war, toben aber u ald unveränderlidy angefehen wurde, gleich- 
ſam aufs Geradewohl angenommen babe, und dann nach der Beftim- 
"mung des der Größe x beygelegten Werthes auf eine Differenzialglei- 
dung des zweyten Grades zwiſchen u und y gefommen bin, welder 
e angenommene Formel Senüge leiftete. Es ift jedoch hiebey zu 
bemerken, daß jene Integralformel nicht ganz von unferer Willkür 
ſabhaͤnge, fondern die Eigenfchaft befigen müjfe, daß man nach gehöri- 
ger Entwidrlung endlich auf eine Differenzialgleihung des zweyten 
Brades geleitet werde. So lange aber diefe Wahl jener Formel bloß 
einem glüclichen Errathen überlaffen bleibt, werden wir nur fehr we: 
nige Formen auffinden, die und zum vorgeftedten Ziele führen ; noch 
heit weniger aber läßt fid) hoffen, daß wir auf diefem Wege jemahls 
inf eine gegebene Differenzialgleihung ded zweyten Grades fommen 
berden, und es fcheint, daß wir die hier gelehrten Conftructionen 
teößtentheil dem Zufalle zu verdanken haben. Da wir alfo noch weit 
Ion der Auflöfung des Problemes: »Wenn irgend eine Diffe- 
'enzialgleihung des zweyten Grades gegeben ift, 
ine Formel aufzufinden, durch welde die Integra— 
ion jener Gleichung ausgeführt wird:« entfernt find, 
ı6 * 


⸗ 
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und es noch unentſchieden zu ſeyn ſcheint, ob dieſes Problem jemahls 
wird aufgeloͤſt werden koͤnnen; fo werden wir und um fo mehr bemühen 
müffen, wenigftens für befondere Säle aus der Natur der vorgelegten 
Gleichung die Auffindung einer integrirenden Formel abzuleiten, und 
fo auf irgend eine Weife den Weg zur directen Auflöfung zu bahnen, 
Zu diefem Zwede aber laſſen fidy die unendlichen Reihen, mittelft weis 
chen wir derley Gleichungen eben aufzulöfen gelehrt Haben, mit Nußen 
gebrauchen ; ich werde deßhalb im naͤchſten Kapitel eine Methode aude 
einander ſetzen, aus einer unendlichen Reihe, welche die Auflöfung - 
irgend einer Differenzialgleichung des zweyten Grades enthält, jene 
Integralformel abzuleiten. 
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Kapitel XL 


Bon der Eonftruction der Differenzialgleichungen des zweyten 
Bruder, gegründet auf ihre Auflöfung mittelſt unendlicher 
. Reihen. 


Aufgabe ı34 
. $. 1059. D:. unendlihe Reihe 
A+-Bs + C# +... + Ms LNAaAt...., 





in welder' | x 
o.m+h,, ı1.m-+ h = .m+h j 
B=- arg = _- —7B. — 7 2, 





k=-ı)m-+h 

kn+g 
jebenz man foll ihre Summe durch eine Integrale 
ormel auddrüden 


Auflöfung. 
Man fege, die gefuchte Summe fey = z, fo daß 
= A--Bs+Cs®-+- Ds’... + Mst-' - Ns +... 
t, fo erhält man durch Differenziation: 


.— 0.A-+-1.Bs4+ 2Cs? + 3Ds°--... 4 (k—ı) Msk-: INS. 


nd durch Verbindung diefer Gleichung mit der vorhergehenden ergibt 
ich: 
22 -bz=hA+(m+hBs+(am+h)oe +: 

+ [k—ı)m+h] Ms" & (km + h) Ns% +. 
Auf ähnliche Art aber findet man auch 

a tg. =gA+ lc +g9)Bs+@n Hg)C# +... 

+ [an +g] Mm + (lin Hg) N+. 
und weil | 

G4) B ha, Qu+gC=(m+hB,ufw. 

iſt, ſo wird die Gleichung Statt finden: 


ınd allgemein N M feyn foll, fey ge 
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tesa thähat Be + Ent Hort 














alſo wird offenbar . | "u 
en! Arg- ara dr har, od; 
| sdz(na— ms) 4 zds E— he) = gäde, das ill 
, zds —y gAds 
dz + s (n —ms),. s(a— ms) 
Da nun aber | 
ds@— hs)  gds  (mg—nh)ds 
8 tn -— ms) ons 7 Tazmg 
ift, fo wird jene Gleichung integrabel durch Multiplication mit 
& ah — mg 
wm mn, und. man erhält 
ah—-mg g _ nh— mg , 
(“— ms) "ı | "zz Agfa "ds(n—ms) mn rn 


welches Integrale fo genommen werden muß, daß, wenn man s=0 
fegt, z=A wird, und iſt dieß gefchehen, fo werden wir erhalten: 


_: ze 8_, — 
zeAgs "(n—ms) ”" Se ds(n— ms) ”* . 
Zufag 1. 


4. 1060. Eine beſondere Auflöfung iſt nöthig, wenn m=oif; 


in dieſem Falle wird 
zds.(g— hs) Agds 





dz Tr ns = ns ’ 
® he 
“und diefe Gleichung gibt, wenn man fie mit s®® e ” multiplicirt: 
— hs g -- hs g 
2 A — 1 
| ..e » "ame ng ds, 
folglich ift 
hs —g he 8 _, 
mer; [e ' ds, 


wenn das Integrale fo genommen wird, daß z=A für s 0 wir. 


Zuſatz 2. 
$. 1061. Auch der Fall, in welhem n=o ift, muß für fid 
aufgelöft werden, denn man hat die Gleichung 
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| \ 
| Hs — g Agds 
de + de ( —)=- 
a. 
ts” e”* zu multipliciren, und dann findet man ald Integrale 
oh _; 


zu Ey: gm ds, 





glich iſt EN 
2 — om an pen = ds, 
| Zufag 3. 


$. 1oba. Wenn m=o und n==o iſt, fo wird unfere Reihe, 
IN=_- * iſt, eine geometriſche ſeyn, unſere Gleichung aber iſt 





— hs‘ 


* (g — hs) = Agds oder zu — 
: 08 offenbar die Natur der Sache erfordert. 


Anmerfung. 


6. 1063. Hier ift befonders der Fall bemerfenswerth, in welchem 
=o ift, und die Summe z ohne Integralgeichen ausgedrücten wer⸗ 
kann; denn es wird ſeyn: 
h 
(n — ms)” z = Const,,. 
‚ weil, wenn s=o ifl, z=A werden muß, fo wird die 
h 
Const. = A. n”, folglich. 
* _ı a \z 
z=An”" (n—nı) » ddr z=ÄA (——) 2 
r aud) | oh 


Die integration gelingt aber auch in dem. Sale, wg=n 
denn dann erhält man: — 


(n — ms)" 2 Anj/ds (n—ms" , 
Ä h 


Diefed Integrale ift Const. — meet 


— 1 
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Weil aber z—A wird, wenn man s== 0 febt, fo wird 

- h 
A — . 
o = Const. — 7—5 * n®, und daber iſt 


bh 
— An n *7 
.) — ] 
h 
An ms '. 
le] 


Es ift ferner einleuchtend, daß die Integration audgeführt ber: 
den koͤnne ‚ wenn g-=2n ift; da in diefem Falle . 

















h h 
(n — me)"  stz = aAn/sds(n—ms)" 
ift, fo wird diefes Integrale » 
h 
. 3Ans m. 
== Const, — — (n -- ms) 
An -s 
+ —— h- _ ya mr 
0 5 . _ 
a3Ans | aAn (n — ms)= 
&= Const. — — * (n — ms) — 
h 
aAnm 


wo Const. = ift, und demnach wird 


(h—m)(h— am) 


— aAn? (h—am)s 
” —"d-m(b—ams (eo mim n ] 


Auf ähnliche Art wird man auch die Integration ausführen is 
ben Sällen, in welden g=3n, g=4n u. ſ. w. iſt. 


Aufgabe ı35. 
$. 1064. Sey gegeben die unendliche Reihe 
AA+-BBu+ CCuꝛ4 D Du +. -MMu- N Nux 
bey welcher die Coefficienten folgendes Geſegt be 
folgen: 


— 43 =; — 


— 2,0 — 


AT ie 1.e tn. 2. +2 
—— en —83 285 er 





an ſoll die Summe jener Reihe durd einen Inte 
alausdrud darftellen. 
Auflöfun 9. 

Man febe, die Summe fey 
y=AAX+BBu - CCuꝛ + DDu’ + EEu + ..., 
d betrachte die auf diefe Art gebildete Neihe 

z=A + Bux + Cu + Dur’ Eusx +. 

if die Summe derfelben, indem ux—s gefeht wird, wie wir eben 
funden haben: 

IR; mon —— ah-mg_ 
= Ags = (n— ms) ”’ fs "ds(n— ms) mn 
enn das Sntegrale fo beftimmt wird, dag z=A für s==o wird. 

Man bilde ſich nun einen Integralausdrud von der Form: 
=/Prdxe=y/Pdxr(A+Bux-+-CwWr+-Du’r’-+.. 
trachte in dieſer Formel u als conſtant, für P aber nehme män eine 
he Sunction von x an, daß 





» 


JPxix * = /Päx; JPedıs= S/Pxäx; 
JPx:ds= 2 JPrdz; u. ſ. w. 


d, nachdem man nämlich in dieſen nach dem angegebenen Geſetze 
wmmenen Integralien der Veränderlichen x einen gegebenen Werth 
gelegt bat. 
Da alfo 
JPrxix = 7 /Pax; JPx2dı= 7 /Pds; 


\ 


fPx’dx = yPiy; u. ſ. f. 
„ſo wird man erhalten: 
= [A+ u + "+ 2wr+.. | fPdx, 


d hieraus erhellt, daß 
. — av uyPrds 
Pas  jrax 
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Da alfo der Werth von z befannt ift, fo bleibt uns nur 'nch. 
: übrig, die Oröße-P als Function von x fo zu beſtimmen, daß fie den 
angeführten Bedingungen entfpriht. Im Allgemeinen muß aber ſeyn: 
"JPAd<= /Parıdx = Spain. 
Weil es hinreichend ift, daß diefe Gleichung nur in irgend ein | 
beftimmten Sale, in welchem der Veränderlichen x ein gegeb 
Werth beygelegt wird, beftehe, fo wollen wir feßen, es ſey allgemei 
(iv +0) Prix [k— Na +y]/Pımdx > xQ, 
fo dag für die Integraltheile Q=o iſt. Durch Differenziation werden, 
wir demnach erhalten: 
(kv +0) Pxsdx = (ku — a + 7) Pa-ıdx + rdQ 


+ kxk-ı Qdx, 
oder wenn man durch dividirt:/ 
(kv 40) Pxdx = (ke — u4+7) Pdx + + xdQ-+-kOQdx; 
und da diefe Gleichung für alle Werthe von k gültig bleiben muß, 
erhalten wir hieraus die beyden Gleichungen: 
| »Pxdx = „Pdx + Qdx, und 
Pxdix=(m—n)Pdx + xdQ; 
wir erhalten demnach auf doppelte Art: . 


[ 


xıdQ 
6x — (a—p)’ 











pax — und Pd 
1 — u 


und wenn wir den einen Werth durch den andern dividiren: 


xdQ — + —n d do de & Fe —m 
Od 9x ober Ka ıbx—p) 


welcher Ausdrud fich auflöft in 


da _noeg Between. , 
Da FT x, 
und daher findet man durch Integration: 
5 om, 
0=xr (x—n) .P oder 
n_, ——— 
0=— x" (n—»x) P° / 
folglich wird n_ ou — nv 


. 
Pdx=x' dx ( — x) PP. 


— 95] —— 


n Da alſo die Gleichung Statt findet: re 
Kr +0) /Pskdx = [(k — ı) Ph] ypxkäıdx - — 
6 — a 
k +! —— 1 _ —— + 1 
— x r („—»x) P? / 
senn dieſe Integralien fo genommen werden, daß fie für xe= 0 ver⸗ 
Minden, dann aber x — - gefegt wird, fo wird man, wie es uns 


ie Vorausſetzung verlangt, erhalten: 


(k— ı)e + n k—ı " 
25 /Prx dx, 


Mein zu diefem Ende muß 
1+.—1>o0 und 2Z-®+ı>0 feyn. 
Findet diefe Bedingung Statt, fo wird die Summe der vorge, 


sin Reihe fo ausgedrücdt werden, daß 
du — nv —W Hu - n2 
— — —— _ eg 


xkdx — 


2— ı 
ff dx(p— x) #P? u Ä adx(pi»r) J 

d, und hiebey iſt | 

_$ men 8, ah mE_ 

= Ags a (n—mı) "”"° fe” ds(n— ms) ”* 
enn dieſes Integrale fo genommen wird, dag z=A für s==o wird. 
aber dieſes Bntegrale gefunden, fo fchreibe man ux für s, und 
man diefen Werth von z in jener Formel fubftituirt, fo muß man 
Größe u ald conflant betrachten, bis jene Integrationen nach den 
iegefchriebenen Gefepe ausgeführt find; denn dann wird y als eine 
knction von u erfcheinen, welche die Summe der vorgelegten Reihe 
Whrücdt. 








Zuſatz ı. 

G. 1065. Weil wir die beyfammen ftehenden Coefficienten unſerer 
sihe nad) ähnlichen Bildungsgefegen fortfchreiten laſſen, I fann man 
e einzelnen Reihen A,B,C,D...ud A, B, C, D... mit einans 
e vertaufchen, und demnach erhalten wir auf diefe Art eine doppelte 
rmel für den Summenausdrud der Reihe. 


3ufaß 2 
$. 1066. Erfcheint gleihwohl die Function Q nicht in der Rech⸗ 


ing, ſo muß man dieſelbe doch kennen, weil aus ihrer Beſchaffenheit 
: Glieder des Integralausdrucks gebildet werden müſſen, fo daß für 
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jedes derſelben Q=o wird. Dieſe Glieder find naͤmlich x=: 
x =, wenn nur Ä 

k+2—ı20 und 4Z#+ı>50 
iſt, wetes k eine ganze poſitive Zahl bezeichnet. 


| . . 3 u f a ß 3. 
F. 1067. Die Fälle, in welchen entweder a==o oder v= 
muüͤſſen für die Function Q. beſonders enmwicelt werden. Im 
Balle, wo „=o ift, wird 

dQ ds n __Odx . ndr 


— ⏑ — —— my — — 


und demnach erhaͤlt man 


l 


Q — en x 
Am andern Falle, wo v=o iſt, findet man. 
dQ dx($r -u— n) 6dx I dx 
—o —— 1 — = — + —,n), 


— p< x 


und daher ift ek 


Anmerfung. 


F. 1068. Die auf diefe Art auszuführenden Conſtructione 
jenen, welche wir im vorhergehenden Kapitel gelehrt haben, ganz 
Ih, da die Rechnung auch auf eine Integralformel von der 
SVdx zurüdgeführt wird, woben V eine Function der zwey Verl 
lihen u und x iſt, von welchen aber die erftere u bey der Integ 
ald conftant angefehen wird; nach der Integration aber legt ma 
Größe x irgend einen beflimmten Werth bey. Diefe Conftructio 
firecft fich jedoch auf Fälle, welche in der obigen Methode nicht ı 
griffen find, und zwar dann befonderd, wenn die Größe z tran 
dente Sunctionen enthält. Umgekehrt aber haben wir auch ge 
daß Die vorhergehende Methode auf ſolche Gleichungen angewende 
den Fönne, welche fich nicht durch folche Reihen, wie die hier geb 
ten find, auflöfen laifen. Es fcheint demnach, daß auß Ddiefer 4 
manche fchägendwerthe Erweiterungen für die Analyſis geſchöpft 
den Fönnen. x | 
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” Aufgabe 136. 


F. 1069. Sey gegeben die Differensialgleigung 
ed zweyteu Grades: * 
*(@a--brr)dy-- (c+ex)dıdy + (Ü+ ge") ydr =0; 
aan foll den Werth von y durch eine Iutegralformel 
us drücken. 
Auflöſungl. 
h Diefe Gleichung haben wir oben ($. 967) fo in eine Reife auf 
peöt, daß wir, nachdem 


72 (A + Be Cx + Die - Ext, .) 

Belege worden war, zuerft dem Erponenten A eine Wurzel der Gleichung 

vo AR— ı)at-rc+tf=o: 

u Werth beylegen mußten, dann aber wurde Kürze halber 
AR—ı)b+re+gmh 

rſetzt, und daher wird | 


B= —— — 
"ieraraei-yare 

Le nahlnenı, 
— an[ana +@%—ı)a- ec) ! 

D— — 4u2b—s(ı\—ı)nb—ane—h c, 


Bnßna+ai—)are 
D demnach ift allgemein, wenn Mxk—-ın 4 Nxka zwey beliebige, 
wittelbar auf einander folgende Glieder jener Reihe find: 
I —(k—ı)nb — (A—ı)(k—ı)nb — (k—ı) ne — m. 
* OT Tale tal-yate : „ 

Da nun bier der Nenner fehon Bactoren von der oben angenoms 
Enen Form bat, fo wollen wir auch den Zähler in Factoren zerlegen; 
kn wir demnach denfelben = o, fo erhalten wir: 


—)a=— Hr) 4 onen J 
A— 1 2 h | . 
Vke-»+ (a tms) 
-ya=—- ar) 34 -VE-N ag 
Man fege Kürze halber 
V(b — e) — 4bg = g, fo daß 


— 25h — | | 
— al—ı)b—-e+tgq | 
en ‚dene m 0 
wird, fo erhalten wir folgende Relation: 
— (k—-)ab +70 —ı)b+ze— iq . 
„Kk—ı)ob+z30Ii— D)b+ze+t:g] Ma 
knb [(kna+ (eA—ı)a- c] u 
Setzen wir nun x = u, und geben ber gefundenen Reihe 
















” . 
vu. “ 


. 3 
4 N — 
— 


Fe | 
-AXLBBu + CCwr+.. HMM NN, 


x 
fo ſtellt fich das wildungsgeſet dieſer doppelten Coefficienten auf ß 
gende Art dar: | 
N= KEDDERIEDTESIER. nb + er — Ib +20 24 M, um 
— knb 
"kon nb + (1 — )b+ier: zq 
N— kpa+(i—ı)arc M. 1. 

Weil alfo diefe Neihe der vorhin aufgeftellten ähnlich ift, fof 
den wie durch Vergleichung diefer beyden Reihen: 

m=nb; bh=;ßer—ı)btie—:g 
n =—nbundg = 0; 

p = nb; yallar—ı)btie+t: :g, 
vy=nraıdd9=(2r —ı)a-Htc. 

Suchen wir alfo zuerft die Größe z, und gebrauchen, damit 
Buchſtabe x Feine Zweydentigfeit verurfache, flatt diefes Buchſtaben 
den wit in dem vorhergehenden Probleme angenommen haben, 
‚Größe t, und fegen ut =s, fo wird, weil g= 0 ift, nad |. 10 








(a —ı)b—etg — (21 - 1) h- 
2nb — NN anb 
z—A(ı-+5) =A(ı tut) 


Nach Beſtimmung diefes Werthes behandle man bey den folge 
den Integrationen die Größe u als conftant, fo wird, weil für 
obige y hier. — und für das obige x hier t zu fegen iſt: 

. x = 
Ou—n du—n) 


n_ 
re dt) OO = Aft zdt(a—nt) Pr. 


FIY 
| 
[2 


und da hier ui xt it, fo kann diefer Werth fogleich für u geſchrieben 
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erden, fo daß dann . 
. — ——— 


sm Ar x) ..anb ER 
ird, und bey dieſen Integrationen muß man die Grohe xi is unves 
iderlich anſehen. Wenn aber u TE 
6 4 — ny' un y 


+36 


mn follte, fo muͤſſen diefe Sntegralien * genommen werden, daß ſie 
kt=o verlieben ‚ und ift dieß geichehen r fo gebe man ber. Größe 


‚den Werth =: —) >; weil aber die Einheit der. kleinſte Werth 


k+.—ı>o und 


x 


mh ift, fo ift e8. ſchon hinreichend, daß er J 
— b — 
————— > o, dam: aber 5 
(21 — ı) ab a — ae — ag. 4 > R 


Da nun aber der Ausdruck 


— — * | don» ‘ , “ in 
pe “dt v— u 


ıe conftante Größe‘ bezeichnet ‚ für y aber auch jedes Wieffache der- 
ben unferer Gleichung Genüge leiftet, ſo wird fich das Fategralo 
ter folgender Form darſtellen: 


n_, Gun, at 
cin. Ja ar zdt(u—»t). #? 
d hiebey ift | _aiyb-erg, 
=AlHen) anb 


Auflöfung U 
$. 1071. Wir wollen die verbundenen Coefficienten mit. einander 

Aaufchen, fo daß =; 

m= nb; ha2@aoı)b+: se thag 

n= na g=(2?!—ı)a-tc 

p= ab; y=;(rR—ı)b+; 04 

vy=—nb; 9=o a 
»d, und ° bejlimmen aus der Sleichung 


Ra )atrcHi=e 
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‚Erftlich feße man x" t == s, und füge z, fo wird 
—s«* —— — 1b ah—mg 
z=Ags” n—ms) — | „dafn-—me) * 
wenn:diefes Integrale fo beitimmt wird, daß z—A für se=o.Mi 
Der Werth von A ift willfürlih, und wenn dann x als unwerändet 
. betrachtet wird, fo erhält man 
n u - — nn 
ZT one "zdtk—ri) 9 , 
diefes Sntegrle fo genommen, daß es für t==o verfchwindet, ba 
ber! E gefegt, wenn nur „> o und ı _.> o ift wegen d=ı 


wobey jedech zu bemerken it, daß z durch folgende Differenzialgleichu 
beſtimmt werde: u 
‚dz Ag—:@-—hs) 


ds " sam—ms) 


Auflöfung IL | 
F. 1072. Durch eine fallende Neihe löfen wir die vorgelegt 
Gleihung auf folgende Art auf: Man. fege 
you ad (A 4 Bx-> + Cx-m 4 Dede +...) 
und beſtimme den Erponenten A aus der. Gleichung: 
| aAR—ı)b + Ro + gm.0; 
dann aber fen, wenn 
AR—ı)a+rc+ fh geſetzt wird: 


— h 
B= Rei —* 
_ matolon natnc—H 
an [anb — @dA—ı)b— e] 





c = 

und allgemein 

| — (k—1)2 n2a- Bj) na + (k-ı) ne + (k—ı)ne—h 
N= — kn [knb -—- @A-1) neue 
welcher Ausdruck fi, wenn 

V[a - 0)? — 4a] = 
geſetzt wird, mittelſt Faetoren auf folgende Art darftellen läßt: 
— [d-ı)na—zGol— Ja ,c— + pP] 


[(k—ı)na — *(2 - iy a — sc + -p] 
kna[knb — ek! —ı)b—e]) 


B, 








N= 


J 
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x Segen wir nun x= "= u und bilden eine Reihe von der Form 


4 — AA — BBu —- CCor +... +-MMu-ı -NNur.., 
x \ 


ſo finden wir 
na Eee sel- Dazyse-sPy und 
— ikna 
k—ı)na— ;eA—ı)a— ic+zp 
2 knb — (sA—ı)b—e M, 
und durch Vergleichung mit der allgemeinen Auflöſung werden wir 
erhalten: 
m — na; h=— !:(A—ı)a—:c—!p 
n =— na, 570 
Rp = na 7 = — (2? —ı)a— :c-+: ‚P 
v — nb; = — (2er —ı)b — e. 
Wird daher s = ut — x” "t gefeßt, fo ergibt fich 


—h —h 
z=A(ı+- ss)" =ÄA(ı Lx-u)m, 
md wenn nad) Auffindung diefes Werthes die Größe t alleih als vers 
nderlich angefehen wird, fo wird man folgende Gleichung erhalten : 
Op — nv 


N 
— 1 —— — 
y af zät(u—vı) PP , 


vo bey der Integration die ©lieder fo zu bilden find, daß jedesmahl 
ie Gleichung 


7 eu — n9 + 
"ur, =o 
Ztatt findet. :-, | 


Auflöfung W. 
$. 1073. Auch Bier fönnen die mit einander verbundenen Corf- 


icienten vertaufcht werden, fo daß man erhält; » 
m = na; h=— ;eR—ı)a— ,.c+7 zP 
a nb; g= — (er —ı)b —e 
pp = na = — : (RR —ı)a — !:c— 3p 
vy=—na; 9=0, 


Nun befiimme man, wie oben, den Werth von A aus ver 


Sei 
eichung La — 


Euler's Integralrechnunq. 11. Vd, an 


. 2 
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ſeße Vſ — o) — Aaf]l=p, s=x-"t, und ſuche den Be 
von z aus der Gleichung 
dz Ag—z (g — hs) 
ds sa-nmn). 


fo daß zn A für s=o wird, fo erhält man 


! 





—g mg—nh _, abomg 
z=Ags® (a—mı) "* fr ds(n— ms) “" 


und wenn man dann x ald conflant betrachtet: 
On — nv 
y=cy * 2dt (u — vi) Bo, 


wo die beyden Glieder des Integrals fo beftimmt werden müffen, def‘ | 
für beyde die Gleichung Statt findet: 

n du — mn 
G —- vi) * 0. 






Anmerfung. 
$. 1074. Diefe einzelnen Auflöfungen laſſen ſich gewöhnlid nah, 
mehreren Methoden darjtellen, da nicht allein der Erponent A einen 
doppelten Werth haben kann, fondern auch die Wurzelausdrüde p und J. 
q zweyer Werthe fähig find. Allein dieſe Auflöfungen führen auf einem 
andern Wege zum Ziele, ald die vorhergehenden. Um dir recht deub 
lich zu zeigen, betrachten wir die Gleichung 
x (1 — x2) dey - x(ı-x?)dxdy + x?ydı? =o, 
fo daß bier a — 1, b=-— ı, e=—ı, e=—ı, f=om 
5 1 endlich n=2 ıfl. Für die beyden erfiern Auflöfungen @ ' 
halt man demnach) 

AR—ı) -R=o, 
alfo ift entweder a—=o oder = 2, dann ddr fig= + =. UI 
erfte Auflöfung gibt daher | 

1 o, m — — 2, h 
1 u — — 2, 9 


folglich erhaͤlt man 


| 
++ 


z = (1 txt: und 
yacfıt tn ta Hntrmt, | 


— 950 m 
Laͤßt man nur die untern Zeichen gelten, fo wird 
za yYı-t- xt um 


y=C zdt , 
a+H9Vea+Y 
Wir wollen nun unterfuchen, wie diefe Formeln Genüge leiſten. 
nmt man nämlich bloß x als veränderlich an, fo wird 





dz xt 
— m — — und 
dx + xı2 

(1 + x?t)* 


lich erhält man 


dy xtdte 
;,= IE 3 z und 
"(Ga +0? G + x 


d?y tdt 








Ar (1 4 A (1 + ey. 
:aus fich dann ergibt Ä 


(1 — x?) —— x (1 He) =ch 
* te (ı +): (1 —* 
2012 vt 
Das Integrale diefer Formel ift — —5 und da die⸗ 


ſowohl für t=o, als auch für t o verſchwindet, fo laͤßt ſich 
Auflöfung unſerer Gleichung 


12 —— 


y=tC Hit 0 —_ C _dVı rt 
49 Vt 46VſG- 


folgende Art vollenden: Man betrachte x als conſtant, und ver 
te die Integration fo, daß das Integrale für t==o verfchwindet; 
rauf feße man t=o0, fo wird Die Zunction von x, welche fich als 
Werth für y ergeben wird, der vorgelegten Gleichung Genüge 
ten. 

Wählen wir aber die zweyte Auflöfung, und feßen A=o, fo 
den wir erhalten: 


m — 2, h=+tın=2,g=—3a, 
u — — 2, 7 — Ti, v=2, d=0, 
d man muß z aus der Gleichung 
de —sA+zQarts) 
Id saHı) ——— 


17 * 


> 
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wo s==x:t iſt, ſo beſtimmen, daß s=A wird, wenn 
s— 0 feßt. | 
Man laffe das obere Zeichen gelten, fo wird, da 
deze _ 2:09) _ — Ads 
28 (1 -+ 5) s(ı + s) 


ift, wenn man mit IE multipfieiet, das Integrale ſeyn: 
zVı +3 ds 


r = Const. — A —— * oder 
As 1? 4 Vı ts Bs 
Vırs vs Vırs 
und diefe Gleichung gibt z=A, wenn 3 0 gefegt wird, we 
Werth auch B Haben mag. Berner ift 
=cfr7 zdt a +) *, ode 

zdt 
vea+y 

Es laͤßt ſich leicht zeigen, wie dieſer Werth Genuͤge leiſtet, 
man ſieht nun ein, daß dieſe Methode einer weitern Ausbildung 
dings würdig ſey. 








2 A— 





0 


Bepyſpiel. 
$. 2075. Die Auflöfungen der Differenzialg 
hung des zweyten Grades 

x (1 — x2) dexy — x (1 x2) dxdy + xydx — 0, 
die ſich nach dem vorhergehenden Probleme erge 
werden, darzuſtellen. 

Weil 122, a=mı, b=—ı, c=-—ı, e=- 
f=o und g’ = ı iſt, fo erhalten wir für die erfte Auflöfung 
weder A=o oder A=2, und demnach finden wir: 

ı) Wenn o ift, wie wir eben gefehen baben 

n=—:; hzeJı n=2; g=o; 
p=—23;ı 9 =tı) va: 0 — 2; 


und demnach wird 
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Wir erhalten auf diefe Art zwey Auflöfungen ; es ift. nämlich die 
eine 





z—= Yıt-xıt nd y=C 


Ä — ** 
die andere 


z = —— um == —* 
Vırzt Jever 
2) Wenn Ama ift, fo wird man wegeng = + 2 erhalten: 





n=—:3; h=—3Jı; n=3; g=0o0; 
»=—3 7 2 — 2 13 »—=3; 0 =32; 
Ifo wird — 137 ı 


z=(ıt+ x) * und 
yacafıtr' Fr tzaa+yEr, 


Iglid) erhält man die beyden Auflöfungen: | 
zehn): und y= or SE ‚oder 


z=(ı+- x) * und y == Cx? sdive 
Yı ft 
Für die zweyte allgemeine Auflöfung erhalten wir : 
3) Wenn 2 = o ift, durch Vertaufchung jener Zeiger 
n=—s; h=+rı, ns =23; g=—3; 
pP=—23; 9 = Tiu; v=2, 620. 


Hat man daher z?t— s gefegt, fo fuche man zuerft den Werth. 
n z aus der Öleichung 





dz —2442 6 * 5) 
ds 2356T9 
daß 2A für so werde; dann aber wird man erhalten: 
 y=C +: — I zatatyt >; 
iglicy findet man hieraus zwey Auflöfungen, nämlich erftend 
dz — —A42 (2 8) —J zdt — 
-= — un „= 
ds 25(ı +5) 7 Vtato a+ty. 
ventend 
de —sA+zG—5s) — zdtVı +t 
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4) Büp % = 2 werden wir erhalten: 
| ne; h=—:tı; ı=3; g=3s; 
= — 23; J=—alı; v=2; 9=0o 
Nun fege man, wie vorhin, x?t == s, und beflimme den Wert 
von z aus der Gleichung 
de _ s3A-sß +@F NS 
ds Tot! 


ſo wird man erhalten: 
— 2 1 
— 2, 


und demnach findet man auch hier zwey Auflöfungen, nämlich erjtent 
ds — sA—z(3-+5) und yo cr /- zdtvt 


ds 28 (1 4 5) G+Y)Vırtı 
zweytens 
ds 24 — z(2 +35) md y= Cr zdt 


ds" astaHts) 
Aus der dritten Auflöfung erhalten wir zuerſt 
— iA —ı)—_A+-ı=o der ”=ı, 


vea+y 


folglich 1=ttı und p— V4 = +2 
Man wird demnad | 
5) wenn A== + ı genommen wird, finden: 
m=:2; h=4}2ı:ı n=—2; g=0; 
p=23; 7 = H ıı; ‚=—:3 db=3; 
ed wird alfo ’ | 


= (1ı+7) und 
yamCr tr, a4y7'+%, 


fo daß wieder zwey Auflöfungen gefunden werden, nämlich erftent 


1 — zdt 
n 2 = - Yx? t d C —— 
Vx r ya v— — 











zweytens | 
x zdt 
z == und = (x —) ⸗ 
V tYic +0 
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6) Wird 2? — ı genommen, fo wird man finden: 
m=:3; h=z21ı ın = — 23; g=0; 
u = 23; y=artı; vz— 25 = — 23 
d demnach ergibt ſich +: 
t ı T7 
86( 4* und 
— ., 


raus die beyden Aufloͤſungen ſich ergeben: 


tens u — und ya S dev 
Vet zJ/Vırt 
x3 C zdtVı-t-t 


(“2 + 1° 
Aus der vierten Auflöfung folgern wir endlich, wenn 
r=Htı il: 
m=:ı; h=+tı:;  n =—3; g=3; 
P=2353 3 = +15, ,_5—35;, 9 = 0 
Nun fege man s —= . und fuche z aus der Gleichung 
dz — 24 42 (27 8) 


— — — 4 


ds — as(ı + s) 
daß z=A für s=o wird, und man wird erhalten; 
yaczfırt 3 zdta+Y% :, 


Alfo finden folgende zwey Auflöfungen Statt: 
tens 
de _ _2itre0oo9 und , 


ds — as(ı +5) tyt 
eytens 

de —a3A+z(e +59 zdt 
= or, oo wy=(0x 


va+Y9 
8) Wenn A — ı ift, wird man finden | 
n,=2; h=eatrı;  n=— 2; g=—3; 
r=23 y=2 4 1, v——2;9=o, 


Aber nachdem man * = s geſetzt hat, muß man den Werth 


— 20: — 
von z aus der Oeicung 
_ + :4-:0+ (@% ı)s)- - 


Pre as (ı Ss) 


fo beftimmen, daß z=A für s=o wird, und dann wird man 


erhalten: 
„= fF ® adı +97 tr: 
wodurch man wieder eine doppelte Auflöfung findet, nämlich erftens 









dz _2aA—z(2 +35) = 2dt- 
ds — 38 (1 + 5) und 1 Va +o a +0). 
zweytens 


ds sA—:2(6+9 und = 2dtVt 
ds ssaHte) y a+r9VYı rt 
Wir haben alfo im Ganzen fechzehn Auflöfungen gefunden. 


Anmerfung. 

$. 1076. Wir wollen nun verfuchen, zu jeigen, wie dieſe Auf⸗h 
loͤſungen, welche nicht ſo leicht zu ſeyn ſcheinen, der vorgelegten Glei⸗ 
chung Genüge leiſten, und wählen zu dieſem Zwecke Die zweyte Aufl 
ſung Nro. 4, welcher die Gleihung 
zds (a +3s Ads 

dz + 28 Tr *— s(ı-+5) 

zu Grunde Tiegt. Wird diefe Gleichung mit s Vn + s multiplieit, 


fo gibt fie das Integrale 
vr fo — aAYıts-+B, 

s | 
2 A B 


V 
oder = — — —. 
sVı ts 


Damit nun z=A für s=o werde, muß B= — ad fm 


fo daß 





_, 3A (Vı+rs— ı) _ aA 
sVYı +8 = tz Yı + tx 
wird; man erhält daher 
(Z m) — 4 2A (a + 3tx2)- 
tl —- u 
tx 


tz (ı + tx2)= 
(=) 13 A 6A (2 + 5tx? + 4t?xt) 





= [Th — . 


tx? (ı + t12)3 


Da nun y=. fe — = if fo wird man finden: 


t(ı + 
xsdt de 
— C 5 
(* 5* ef. * viaxy Bu @ :) un 

2 sd dt 
I\ = aC fe m 
** var) (+0 r4 vra+9 y CH 

x2dt:. 2E\N 7 
u Ser +9 2) | 
zlich ergibt ſich 


212) — 
dt - aAx2 a Hi + 30m) 
VEG+®% t t (a His 
Diefes Integrale ift | er 
—  HAOHVIHt HAOPVIHN 1 :—ı] 
(Hi) ve | (1 +tx2)r 
laͤßt fich unter folgender Form darftellen: u 
d. — — — 
— 2Cx! 3: + x (Z)] Vi +0), 
r auch auf folgende Art: 
3A 
200 (m m) VCH) — 


Dieſer Ausdruck aber wrd —=o, erſtlich wenn t — — 1 und 
ptend auch, wenn t— o iſt, und daher muß der für y gefundene 


re DE 
h of or 7 1: 
= ——  — — — 
tVYt( +) Yırtz 


ech Integration fo beſtimmt werden, daß er für t=o verfchwindet,, 
an aber hat man t—= — ı zu nehmen. Oder ed wird, wenn 
=— v gefegt wird, die Gleichung Statt finden: 





dv ı 
anf nn - ——], 
vvVvv(v-—ı) Vı— ve 

‚ey das Integrale fo zu nehmen ift, daß es für v == o verſchwin⸗ 
t, dann aber muß v = ı gefeßt werden. 

Diefes Benfpiel ift hinreichend, zu zeigen, wie die angeführten 
flöfungen der Differenzialgleihung des zweyten Grades Genüge 
ften; wenn indeifen aber die Größe z in trandfcendenter Form, 
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naͤmlich durch Logarithmen ausgedruͤckt erſcheint, ſo laͤßt ſich die 
uͤbereinſtimmung nicht anders nachweiſen als durch fehr befchwerlid« 
Nechnungen. 


| 





Aufgabe ı37 
$. 1077. Sey y=C/(r + 0” (at tx)? dt, bey 
welcher Integration die Größe x als conftant betrad 
tet wird, man fuhe, wenn das Integrale durd noch. 
_ aufzufindende Grenzen fo beſtimmt iſt, daß y eine. 

Sunction von x glei wird Differenzialgleichungen 
des zweyten Grades von der Form | 
Le II + MeS 2 +tN=o, | 

" dx? dx = 

welder jene Function Senüge leiftet. 


Auflöfung. 
Danach den vorhin feftgeftellten Prineipien 


* = c fa: (1 + 1)?! (at tx)" dt und 
ey 


>= c fa ( — ) (14 I’ (& 4 tx dt 


iſt, ſo wird man erhalten: 
Lx? — Mx —* + Ny= 
— ya +)’ (a + ıx)d72 dı [2 (A—ı) Li2x2 
+ AMtx(a-+-tx) + N(a-+ts)]= 
| | Na®--2Natxs- Ne? x? 
= C/(1-Hti)’" (a+tx)2dı 4?RMatx-rMt?x? | 
. —- AR — ı)Lt2x? 
welche Formel an und für fich integrabel feyn muß, wenn x conftant 
genommen wird. 
ı Man fepe alfo, das Integrale fey 
C (14t) (a + exjAmı (Pa? 4 Qatx), 
wobey P und Q beliebige Sunctionen von x bezeichnen, jo wird dad 
Differenziale deöfelben feyn: 
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6 + — (a + tn} —raex 
ı + tx) (Pa? + Qatx) F(A— ı)x(ı-Ht) (Pa?--Oatx) + Qax(ı-+t) (a-+t2)] 
‚Pa? + »Qattx + » Qar?x? 
+(-ı)Pa?x-}>Pattx + (A-ı)Qat?x? 
— — 2 A—ı) P 2 
a4 rer — u tens 
| +0Qa:tx 
rQatx? 
ech Vergleichung diefer Formel mit jener Gleihung erhalten wir: 
N=,Pa+(R—ı)Px + 0x, . 
N-rM=(—+-ı)Qa-+-(?-+>— ı)Pa + R0Qx, 
N+AM+-AQR—ı)L=(@+9)Qa 
Subtrahirt man von der Summe der erften und legten diefer Glei⸗ 
ngen die mittlere, fo erhält man 
a—ı)L=— A—ı)Pa+(t—ı)Px+(—ı) Qa— (R-ı)Qx 
d daher wird 
ıL=(a—s)(Q—P) ode 
L=,@—-2)(Q—P). 


Subtrahirt man aber von der zweyten Gleichung dad Doppelte 
: erftern, fo findet man 
L=(R—v—ı)Pa—2(r — ı)Px+ (+ 1)Qa+(r—2)Qx 
er 
:M=[P-+ı)a-+(t—o)x] (Q—P)+?r(a—x)P. 
Nimmt man daher für P und Q beliebige Bunctionen von x, 
d man beflimmt die Sunctionen L, M, N, fo daß 


UL =:(@—») —P), 
V=:[6+ ı)a+(—32)x3] (Q—P) (ce —x)P, 
N=x(Q—P)+(a+Rr)P 
id, fo entfpricht der Differenzialgleichung.des zweyten Grades 
Led@y+4 Mxdxdy + Nydr=o 
Igende Sntegralformel: 
y=c6C/(i-+t) (@a+ tx)A dt, 
oben x ald unveränderlich behandelt wird, wenn nur die Grenzen ded 
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Integrals ſo feftgefegt werden, daß der Ausdrud 


( +’ (a+tx)! (Pa+Qt2) ‘ °P 

für beyde Grenzwerthe verfhwindet. Es muß aber bemerkt werden, da’ 

| biefe Grenzen von x unabhängig feyn müſſen. Zuerft aber ift einleud 

tend, daß diefer Ausdrud = o für t — — ı werde, wenn nur „> 

ift; ferner wird derfelbe auch verfchwinden für t — oo, wenn m 

vr -— 3 -- ı eine negative Zahl oder » -r<o if, Bm 
daher » > o und v -R<o it, fo muß das Integrale 


= C/t +9" a4 tx) dt 
fo genommen werden, daß es für (= — ı verfchwindet. Dann ie 
fege mar t==o0o, und die für y zum Vorſchein kommende Function 
von x wird der vorgelegten Steichung Genüge leiften. 


| . Zufaß ı. 
. 1078, Weil die Zunctionen P und Q in dem für y genomme 
nen inte gralausdrude nicht erfcheinen, fo ift einleuchtend, daß di 
felbe Bor mel allen Differenzialgleichungen des zweyten Grades Genig 
Teifte, we elche Werthe man den Größen P und Q aud) beylegen mag. 


Sufaß a. 
$. 2079. Seht man alfo Q=P, fo leiftet diefelbe Integtl 
formel | 
y=C/( +0 (a 4t xy dt 
auch folgender Differenzialgleichung des erften Grades Genüge: 
(a — x)xsdy + va-trix)ydx= o. 
Dieſer Gleichung aber entfpricht als Integrale der Ausdrud 


A-+» 
y„?e-9 , 


v 
X 


welcher: Werth alſo im Allgemeinen auch unferer Differ enzialgleichung 
des zweyten Grades Genüge leiſtet, wovon man ſich durch einen Dem, 
ſuch bald überzeugen wird. 


Zuſatz 3. 
$. 1080. Diefer Werth des Integrals 


= Ct HT! (a-+ 1x) dı,_ 
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»elcher nach beſtimmten Grenzen genommen wurde, muß alſo mit der 
asebaiſchen Formel | 
D (a — 8* +» u 


v 
x 


y = 
ibereinflimmen, wenn nur v»>o ud A-v<o if. 


j Anmerfung. 


$. 1081. Die in diefem Probleme ausgeführte Integration Kan 
emnach wenig zu wünfchen übrig, Allein die Reduction der Integral⸗ 
vrmel 
y=C/(a-+t?! (a + tx)Adt u 
uf den Ausdruck = 


| +» 
D(a — x 
„dunnt u 


» 
x 


Ft um fo merfwürdiger, weil fie auf diefen zurüdgeführt wird, wenn 
nan das Integrale fo beftimmt, daß ed für = — ı werſchwindet 
ann aber t= oo feßt. | 
Nimmt man alfo a - v—= — u, wo dad „ und v pofitive Seh. 
‚en bezeichnen, fo wird man erhalten: en 


cf“ 4 ) dt D a 
— — BR = nn , 
amt Sana  .... 


oder wenn man ı -Li=z “ 


_ | J 
c Sr D— on 
@a— x Ari a 
wo daß Integrale zwiſchen den Grenzen z=o und z=co zü nehmen 
ift. Allein auch diefe Bemerfung iſt nicht fehr wichtig, denn ‚wird 
a— ı=ur gefegt, fo wird 
C Pd — D 
bær Gu 4 „Fr? u zero ge 
— 1 
und daher wird die Integralformel f- de 
7 (ur „tr? 
grirt wird, daß fie für z=o verfchwindet, und wenn man dann z==oo, 


, wenn fie fo intes 


. A . . . | 
feßt, die Form — erhalten, wobey A eine unveränderliche und von 
u 


u unabhängige Größe bezeichnet. Allein fie ift abhaͤngig von den Er 
ponenten p und», und zwar nach einem Gefege, welches aus beie- 
dern Faͤllen Teicht erfannt werden kann. Sept man nämlich) 


[= 2. de — 4 
(u+ „rt? „Pe 
und ed ift vom ı, fo gibt jenes Integrale 


GEM — — — — 


pu+DF gu 


und für z==coo findet man — , fo daß in diefem alle A =. ik 
u 







Iſt »S2, fo gelingt die Integration ebenfalls, und man finde 
Am — —, fü v=3 aber wid A — — — 
e(e Tr 2 | ee +)er9 


. A 1.2.8 und daher | 
und für 4 wird ‚eeC+)e+2% (e +3’ und dahe 
fchließen wir, daß allgemein 


A— 1.2.3..:..0—1ı) 

ee) E+9..-e+9— N 
feyn werde. Wird daher die Integration nach der gegebenen Vor 

ſchrift ausgeführt, fo wird man erhalten: | 

. 3 8 — u 2 ‘de 

Euer Ecug ' — 
Wenn der Erponent v Feine ganze Zahl feyn follte, fo wird der 
Werth von A mit Hülfe diefer Interpolationsformel, welche nad) Zar 
- toren fortfchreitet, beftimmt werden. Es wird nämlich die Quadratat | 
des Kreiſes in der Rechnung erfcheinen, wenn der Erponent » den 


Bruch enthaͤlt. Allein von ſolchen Interpolationen haben wir bey 


einer andern Gelegenheit ausführlicher geſprochen, und es iſt hier nicht 
der Ort, dieſen Gegenſtand weiter zu verfolgen. Es bleibt und ale 
noch das legte Kapitel dieſes Abfchnittes übrig, in welchem wir die 
näheruugdweife Integration der Differenzialgleichungen des zweyten 
Grades lehren werden. 
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Kapitel X 


zon der näherungsweifen Integration der Differenzialgleichungen 
des zweyten Grades. 


Aufgabe ı38 


(. 1082. D. Principien auseinander zu fegen, 
uf weldhe man die näherungsweife Integration. 
"gend einer vorgelegten Differenzialgleihung des 
veyten Grades gründen muß. 


Auflöfung 

Wir wollen und mit einer, zwifchen den Veränderlichen x und 
gegebenen Sleichung befchäftigen ; feßen wir in dieſer dyy=—=pdx 
ad dp=gdx, fo wird eine BSleichung zwifchen den vier Größen 
° y, p und q zum Rorfchein Fommen, aus welcher ſich die Größe q 
wird beflimmen laffen, daß q als irgend eine Function der drey 
zößen x, y und p erfcheint, und wenn wir diefe S V feßen, fo ift 
= V oder dp= Vdx. Hier ift vor Allem zu bemerfen, daß die 
ntegration, wenn fie beftimmt feyn fol, eine doppelte Beftimmung 
fordere, oder daß gleichfam nach Belieben zwey Bedingungen feſt⸗ 
feßt werden können, denen fie entfprechen muß. Es ift nämlich nicht - 
nreichend, daß y—=b für x — a wird, wie wir es bey den Dife 
renzialgleichungen des erften Grades ald gewöhnlich gefehen haben, 

ndern man kann überdieß noch eine andere Bedingung hinzufügen, 
elche darin beiteht, dag für x—=a au) p= = == einer 
gebenen ©röße werde. Nach Feſtſtellung dieſer Befimmungen, daß 
=b und p=c für x=a werde, fümmt ed bey der Integration 
uir noch lediglich darauf an, daß man der Größe x irgend einen ans 
en Werth beylegt, und die entfprechenden Werthe von y und p aufs 
icht; denn ift dieſes gefchehen, fo hat man das Integrale der vorges 
sten Sleichung fo vollfonmen beftinnmt, daß nichts mehr zu wünfchen 
Brig bleibe. Weil dieß aber im Allgemeinen nicht möglich ift, fo 
dumt man zur Annäherungsmerhode “eine Zuflucht, die darin befteht, 
man der Größe x einen Werth beylegt, der von a nur fehr wenig 
FoReicht, indem man x—=a+w fegt, und dann unterfucht, um wie 
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viel die Werthe der Größen y und p von den urfprünglichen b md e 
verfchieden find. Wir gehen hier von dem Gabe aus, daß, während 
die Größe x von a bis a+w waͤchſt, aud die Werthe der Größen 
y und p fo wenig werden geändert werden, daß dadurch die Function V 
feine merfliche Anderung erleive. Wenn wir daher annehmen, daf 
V=F werde, indem wir x=a, y=b und p=c fegen, fo wih J 
man fich vorftellen müſſen, daß die Größe V denfelben Werth F ben 
behalte, während xvon a bis a+-w wählt. Da wir alfo für dieſes 
ungemein Eleine Intervall dp—=Fdx erhalten, fo wird durch Sate 
gration p= Fx + Const. gefunden werden, weil aber p=c fü 
x a werden muß, fo wird die Gleichung beftehen: 
p=c+Fx— Fa. 

Sey nun xz=a-tow, fo erhalten wir p=c-+-Fo, welde 
jener Werth von P ift, der dem Werthe x=a-t u entſpricht. 
lich wird für dieſes fehr Feine Intervall dy—cdx feyn, 
y=b-+cex—ac und für den BWertb x—=a-+ w wird y=b+e: 
welches jener Werth von y ift, der dem Werthe x—a-+tw zugeht — 


. d . F 
Sind demnach x—=a, y=b und p == ce die ur[prüngs 


\ 


lichen Werthe, umd wird für diefe V=F, fo werden die Werte U ° 
xs=a+to; y=b+co; p=c-+Fo > 
die folgenden ſeyn, die von jenen nur um ein dußerft Fleines Inter 
entfernt find. Werden nun diefe Werthe ferner als die urfprünglid 
angefehen, fo kann man auf ähnliche Art von ihnen wieder durch & 
ſehr kleines Intervall fortfchreiten, und fo wird man endlich auf ein 
Grenzwerth fommen , der um ein noch fo großes Intervall entfernt in 


zufaß ı. 

(. 1083. Je Feiner diefe Intervalle genommen werden, d 
weniger wird man fich von der Wahrheit entfernen, wenn nah: 
Größen c und F sicht allzugroß find; dehnt man aber jene Interne 
ins Unendliche aus, fo wird man offenbar in der Beſtimmung der Br " 
Ben y und p einen bedeutenden Fehler begehen. A 


Zuſatz 2. 
G. 1084. Wenn die Größe c oder F fehr groß wird, fo ka 
man das Intervall, durch welches die Größe y oder p ihren Wen, 


exſtreckt, als gegeben betrachten, Wird demnach co = # gefehlt, il. we 
—3— 


b 
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erden die folgenden Werthe ſeyn: 


p 
s=a+%, y-b+3J wd.p=c+— 


Wenn aber F fehr ‚groß ausfällt, fo laffe man: die Größe p nur 
ech ein fehr Meines Intervall 9 wachlen, fo daß Fo == p wird, und 
ın werden die folgenden Werthe ſeyn: 


s=a+tf, „=b+7 ud p=c-+ Pp. 


3ufaß 3. 
J. 1085. Wenn b unendlich groß ift, fo wird man für den 
hiten Werth von y die Beftimmung erhalten: 


y,bbreo IR, 
b fol. dDiefer Ausdruck einen endlichen Werth annehmen, fo muß auch 
Größe ce unendlich feyn, denn fonft würde y unendlich groß bleiben, 
ht allein wenn x—a, fondern auch wennx=a-+ wo if. 


— Anmerkung ı 
$. 1086. So oft die Auflöfung irgend einer Aufgabe von der 
itegration einer-Differenzialgleichung des zweyten Grades abhängt, 
iſſen gewöhnlich: die Bedingungen der Aufgabe zwey Beſtimmungen 
Walten, deren eine erfordert, daß, wenn man der Größe x irgend 
nu beſtiumten Werth x —a beylegt, die Größe y einen gegebenen 


erth y=b, die andere aber, daß auch der Quotient * =p 


von befaunten Werth p= c erhalte. Wenn wir alfo im Allgemeis 
n eine Differenzialgleichung des zweyten Grades integriren wollen, 
Sonn die Integration fo ausgeführt werden, dag y=b und. p=c 
yo a wird, während die Größen a, b, c von unferer Willfür 
Hängen. Indeflen fann es fich doch bisweilen ereignen, daß für 
== a die Werthe von y und p nicht ganz willtürlich find, ſon⸗ 
Nu der Natur der Gleichung gemäß fchon beitimmte Werthe 
halten, in welchen Faͤllen andere Bedingungen die fehlende Beſtim⸗ 
ung erfeben. Wäre 5.8. folgende Sleichung gegeben: 
Eu—bx)dy— ax(2aa—bx)dxdyt2(3a—br)yd bad, 
wird, wie man diefelbe durch Integration auch immer beftimmen 
bg, wenn x=o gefegt wird: 
Enusr’s Integrairechnung. 11. Bd. 8 
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dy 


y=a und „=r=b 


fo daß für x=o die Werthe der Größen y und p keineswegs un 
Willfür überlaffen bleiben. Man findet aber als vollfländiges { 
grale die Gleihung 
| — : (A + Bx)x? 
— 4 4 bx + I," 
wo für x—=o immer y=a und p=b wird, wenn auch die Con 
ten A und B nad) Belieben angenommen werden. In foldyen 8 
‘darf ed uns alfo nicht wundern, wenn für einen gegebenen Werth 
x die Werthe der Größen y und p nicht von unferer Willkür abhän 


Anmerfung 2». 


$. 2087. Die hier entwidelte Methode, die Differenzialgleid 
‚gen deö zweyten Grades näherungsweife zu integriren, indem | 
durch fehr Meine Intervalle fortfchreitet., wie dieß auch fchon bey 
Differenzialgleichungen des erften Grades geſchehen ift, - führt in 
willen Fällen auf folche Schwierigfeiten, daß fie ihre Anwendbaı 
verliert, wem fich Fein befonderer Kunftgriff darbiethet. Dieb 
erflich der Fall, wenn e== oo wird, denn fo flein man dann aud 
Aniervall co nehmen mag, fo läßt fi) doch weder der Werth von 
noch der Werth von p erfennen. Auf ähnliche Art wird der Ganz 
Rechnung gehemmt, wenn für x==a, y=b und p==ec die Zune 
V wnendlidy wird, und daher F==oo erhalten wird, in welchem 5 
der Werth von p unbeftimmt bleibt. | 

Es ift ferner auch zwedmäßig, die Fälle, in welchen entwe 
ce oder F verfchwindet, abgefondert zu behandeln ; denn obgleich di 
die MWerthe von y und p hinlänglich genau erfcheinen, fo ift es dem 
nuͤtzlich, weil jene Werthe Feine Änderung erleiden, wenn diefe di 
eine höhere Potenz von w ausgedrückt wird, eben diefe Änderung « 
zufachen, um ſich beym Fortgange der Rechnung weniger von 
Wahrheit zu entfernen. Sollte aber die Größe b unendlich wert 
fo mn man, wie wir bereitö bemerkt Haben, flatt y den reripro 


Werth - auffuchen. Wir wollen demnad forgfältiger unterfud 
wie man den vorhin erwähnten Schwierigfeiten begegnen koͤnne. 
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Aufgabe 139. 
$. 1088, Integrirt man nad) Intervallen und es 
ereignet fih, daß, wennx=a,y=bund p=c ge— 
fegt wird, beym Anfange irgend eines Intervalles 
die Sröße c entweder verfchwinder oder unendlich 
‚wird, fo foll man die Integration für diefes Suter 
Kl ausführen. 


Auflöfung. 
Die vorhergehende Annäherung hat y=b-+ c (x — a) gege: 
ben, und daher wird, wenn c = 0 gefept wird, die Zunahme von y 
Durch eine höhere Potenz von x—a audgedrüct werden; ed wird 
nämlich y=b-—A (x — a)X feyn, wobey 2 > ı ift, wenn die 
böhern. Potenzen außer Acht gelaffen werden, was man füglich thun 
Pann , indem diefelben wegen des fehr Fleinen Intervalles x — a gegen 
fene® Glied verfhwinden. 
Iſt aber o=oo, fo kann der Werth von y auf ähnliche Art 
pmögebrüdt werden, nämlich durch die Gleichung y—=b-+A (x— a), 
ac<ı in, weicher Werth jedoch größer als Null feyn muß. In 
en Faͤllen findet demnach diefelbe Beftimmung Statt, daß man 
mlich aus der vorgelegten Gleichung dp = V dx fowohl den Coeffir 
ten A, old auch den Erponenten A auffindet. Aus jener Gleichung 
wir nun die Relationen ab: | 
m. 7 _pmrak—e md 
— dp=r(r —ı)A(— a) —2 dx, 
Bad es muß nothwendig dasfelbe Nefultat erſcheinen, , wenn man in dem 
heodruck Vdx die Werthe 
yzb+A(-—a) u 
parilı—a)i 
‚ worams hervorgeht, daß | 
 o0mo wm A>ı md c=co wein iſt. 
Da num V eine Zunction vonx, y und p ift, fo feße man überall 
= a, außer in jenen Sliedern, in welchen der Ausdrud x—a vor: 
mt, welchen man zu übergehen hat, dann aber fege man y==b, 
mm dadurch nicht V=o oder VSo wird; denn iſt dieß der Fall, 
8 * 
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fo ſchreibe man für y den Verb b + A (x — a)R, und eben fo für p 
den Werth AA (x— a)A!. Man Iaffe aber die höhern Potenzen 
des Ausdruckes (x — a) gegen die niedrigern verfehwinden, und man 
wird auf diefe Art für V einen Ausdrud von der Sorm ce (x—a)f er⸗ 
halten, welcher der Sormel A(d — ı)A (x — a)? gleich gefeht 
werden muß, aus welcher Gleichung dann fowohl der angenommene 
Coefficient A, als auch der Erponent A beflimmt werden kann, und 
daher werden dann auch die näcdhfigelegenen Werthe 
y=b+AGcs—a md p5A (x — a)" 

befannt feyn, welche von der Wahrheit um fo weniger abweichen wer: 
den, je Fleiner man die Differenz zwifchen x und a nimmt. 

Der Fall aber, in welhem a= ı ift, iſt für ſich klar, md 
ſchon im vorhergehenden Probleme behandelt worden, weil er der ein 
jige ift, in welchem die Größe c einen endlichen Werth erbäl. 


Bufaß-.ı 

$. 1089. Ereignet e6 fi, daß, ivenn c=sco gefept wird, a.f 
welhem Balle 2<ı feyn muß, die Function V einen endlichen Werk, 
erhält, welchem der Ausdrußd A(A— ı) A (x—a)d”2 nicht glei 
geſetzt werden kann, fo bat dieſer Fall an und für ſich Feine Schwie 
rigleit, und der Werth von y wird für einen fehr Meinen Überfhuf 










der Größe x über den Werth von a wirklich unendlich werden. - am 
3ufag 2. 
F. 1090. Dieß laͤßt fich leichter erfennen aus dem Dep 
dp=6xdx, denn dann wird 4. 
pse+3e - mel, A: 


und daher 
y=b-+ (c—3a) (x—a) + x’ — a’, ode 

y=b—ac-+323-+( — 342) x 4 x. 

Nimmt man alſo die Conftante c unendlich groß, fo. wird, mit 

Ausnahme des Falles, wo x = a ill, der Werth von y immer. ai 
lich: werden. Ä 

Zuſatz 3 | 
G. 1091. Wenn aber für c==o, in weldem Falle 2 A>ı1 (om 
muß, die Bunction V einen endlichen und fogar Bar 
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Werth erhaͤlt, fo wird, nachdem x = a und y = b gefegt wurde, 
- Desifelben der Ausdruck A(X — ı) A (x — — gleich werden, 
indem man A—2 und 3A — jenem conſtanten Werthe ſetzt. Weil 
x a im. vorhergehenden Beyſpiele V= ba aA, all A=3a 

iD, fo erhält man ſehr nahe y=b-+ 3a (x — a)?, welder 
© Werth auch mit dem gefundenen Integrale übereinftimmt, denn dieſes 
: Hi, wenn c==0 genommen wird: 

y=b-+3as»# — 322x - x? =b-+ (zx-+ 22) (“—a), 

welcher Ausdrud für x a in jenen übergeht. 


Anmertung . 

$. 1092. Für c=o wird die Function V, wenn man in der» 
felben x=a, y=b und p=c=o fept, entweder einen unendlich 

Ben, oder einen endlichen Werth erhalten, oder fie wird verſchwin⸗ 
Den. Im erften Galle, in welchem V==oo wird, fo daß diefer Fune⸗ 
Zion der Ausdruck a (A —ı)A (x — a)A—2 für x = a gleich gefegt 
werden fann, muß nothwendig A < 2 aber A>ı feyn; um aber bier: 
ans die Größen A und RA zu beflimmen, muß man in der Bunction V 
Sihreiben: 

HE yab+Ac— m peak, 
dann wieder xa feßen, außer in jenen Gliedern, in welchen der 

lusdruck x — a erfcheint. Weil nun der Vorausfepung gemäß V==co 
Für x=a wird, fo wird auf diefe Art jener Werth = C (x — 3) * 
kverden, und durch Vergleichung diefer Formel mit dem Ausdrucke 
AG — 1) A (x — a)A—2 ‚, werden fi) dann die Werthe von A und 
A ergeben, wenn nicht A<ı ijt, welcher Fall mit der Annahme c=v 
wicht beſtehen Fann. 

Im zweyten Falle, in welchem V einer endlichen Größe gleich 
Wird, muß man A—2 nehmen, im dritten Falle aber, wo V=o 
Ef, hat man A > 2 zu fegen, damit fein Werth in der Zormel 
AR— 1) A (x — a)A72 enthalten iſt. 

Wenn aber c —= oo feyn müßte, fo kann, wie wir gefehen ha- 
ben, V unmöglid einen endlichen Werth erhalten, noch viel weniger 
aber kann V verfchwinden, wenn wir die unpajfenden Fälle ausſchlie⸗ 
ben wollen, in welchen y beſtaͤndig einen unendlichen Werth befigt. 
Es erhält alfo die Sunction V nothwendig einen unendlichen Werth, 


mn (7)  mmummm 


welcher mit dem Ausdrude A (A — ı) A (x — a)d2 fo gu vergleis 
chen ift, daß A<ı genommen wird. 8 erhellt demnach hieraus, daß 
bie Beſtimmung der Größe c nicht immer in unferer Willkür ſtehe, 
fondern bisweilen von der individuellen Befchaffenheit der vorgelegten 


Gleichung abhänge. Iſt z. B. die Gleichung d?y - * 
geben, fo wird 

dy — ı — 
mpg m y=BrAr ho 
folglich wird man für x=a erhalten: 


c=A—- wb=B+tAsa+>, ale 


A=c+-— und B=eb—.0—53—% 


* 


und damit die Sutegrafgleichung nicht durchaus unendliche Größen J 
enthalte, fönnen unmöglich die Buchſtaben b und o endliche Groͤßen | 
bezeichnen. 


Unmerfung = 

. $. 1093. Wir haben aber bereitö bemerft, daß nicht alle Ordnu— 
gen der unendlich wachfenden und der verfchwindenden Größen in den 
Ausdrude (x—3)% für x—a enthalten feyen, es übertrifft naͤmlich 
die Größe x?Ix für x=o die zweyte Potenz x? unendlich Mahl, # 
indeffen aber dennoch unendlich Mahl Fleiner als die Potenz x?"*, fe 
- Hlein auch der Bruch a angenommen werden mag. 
Wenn wir daher in der obigen Auflöfung die Ausdrüde fo dar 
ftellen wollten, daß fie alle Ordnungen ſowohl der unendlich wachſenden, 
al8 auch der verfehwindenden Größen umfaifen, fo müßten wir fehen: 


=b+A(k-—aj fl “—oP; 


7 


dann aber id 
dy Zunr a 

>= p==AA(x—a)A I&—a)]’+ pn A(x—a)* '(Ilx—a)]P", 
und wenn man x=a ſetzt, fo verhält ſich der erfiere Theil zu dem 


lesteren, wie I(x — a) zu 1, d.h. wie — 00: 1; es ift demnad 
hinreichend 








p= aA (x — a)" [I@—a)] 
zu fegen ‚ und hieraus folgern wir auf ähnliche Art: 
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. dp _ ' " 
Tzro—)ac — a) 172 [Il — a)! 
elcher Ausdrud mit der Function V, nachdem man in derſelben 
=a, y=b und p=c, oder vielmehr 


y-b+tA (x — »)} [I — ayje und 
p=rA(ı— a I — )]P 
fest Bat, verglichen werden muß, um dadurch fowohl die Eonftante 
‚ ald auch die Erponenten A uud a zu beflimmen. Bey jener Unter- 
Hung hat man fi) demnach an diefe Vorfchriften zu halten, um ihr 
durch die Ausdehnung auf mehrere Fälle zu verfchaffen. 


Aufgabe 140 - 

$. 1094. Die vorhin erörterte Annäherung noch 

eiter zu treiben, fo daß mar fih von der Wahrheit 

eniger entfernt, wenn aud etwas größere Inter 
ille genommen werden. 


Auflöfung. 

Man fege dy==pdx, und bringe die Differenzialgleihung des 
enten Grades auf die Form u. —= V, aus welder wir früher p 
beftimmt haben, als wäre v‘ eine conftante Größe, wenigftend für 
ı fehr kleines Intervall, und dadurch erhielten wir 

p=0-+ V(x—oa), 
chdem wir nämlich in V die Subftitutionen x=a, y=b und 
== c gemacht haben, welche Größen die urfprünglichen Werthe bes 
chnen, die durch daB Intervall x — a—w beybehalten werden 
iffen. Da aber die Bunction V nicht conftant ift, indem fie die 
:ößen x, y und p enthält, fo wird man eigentlich erhalten; 
p=c-+ V(x—a — /x—a)dY. 
Segen wir alfo 
dV = Pdx + Qdy + Rdp, 
daB demnach) 
dV=(P+-Qp+RVY) dx 

td, und betrachten nun die Größe P+Qp-HRV ald unverän« 
lich, deren Werth ſich ergibt, wenn man x==a, y=b und p=c 


— — ni 


feßt, wodurch unferer früheren Annahme gemaͤß V in F übergeßt, 1° 
werden wir 

P=c+F@-)—-:E+0e FAN @—" 
finden, und daher wird ferner, weil dy=pdx if: 
y=b-+e(x—s)+:F(x— 3) —;(P+-Qc+RF)k—ı). 

Auf ähnlihe Art kann man die Annäherung noch weiter fort: 
fegen. . Wenn aber die Größen P, Q, R uud V den Ausdrud (<—ı) 
oder Potenzen deefelben enthalten, welcher nicht weiter als conflant 
angefehen werden kann, fo iſt hierauf bey der Integration Müdicht 
zu nehmen, wodurch es dann gefchieht, daß die Potenzen des Au 
drudes (x—a) in den Näherungsreihen nicht der Ordnung nad) fort 
fchreiten. . &8 wird alfo dann zwedmäßig feyn, den Anfang der Reihe 
für p fo zu wählen, daß 

=e+Aenn 
genommen wird, wodurch 
=b+e@—9)+ — «— ajtı 

erhalten wird, und weil 
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ift, fo muß diefem Ausdrucke die Function V gleich gefett werben 
nachdem man in derfelben für y und p die angenommenen Werthe,'für 
x aber den Werth a gefchrieben hat, wenn der Ausdruck (x — a) nit 
vorfömmt; auf diefe Art wird dann fowohl. der Erponent x als au 
der Coefficient A beſtimmt werden. 

Sft eo oder c= m, fo wird dieſer Umſtand bey der Rech⸗ 
nung dadurch berückſichtiget, daß man 
| Pa tAe—e) 

feßt, und dann wird 


yeb+... @-t + at, 


werden aber diefe Werthe für x und p in der Eunction V ſubſtituirt, 
ſo muß man erhalten: 
nf (x — a) 4 24 (x — — 8F 





Zuſatz ı. 
$. 1095. Auf dieſe Art kann man durch Intervalle immer weiter 
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'ben, wenn nur die einzelnen Intervalle fo Flein genommen werben, 
iß Die dabey begangenen Fehler nur unmerklich ausfallen; durch diefe 
orrection werden übrigens jene Sehler fo unbedeutend, daß auch grö« 
ze Intervalle angenommen werden fönnen. 
 Bufäg 2 

F. 1096. Für das erfte Intervall werden naͤmlich die urſpruͤng⸗ 
hen Wertbe x=a, y=b und p=c beliebig angenommen, und 
ie am Ende des Intervalled gefundenen Werthe geben zugleic, die Ans 
angöwerthe für das zweyte Intervall, mit welchem die Rechnung für 
ieſes Intervall eben fo durchgeführt wird, wie für das erfte, und auf 
defe Art kann man ohne Ende weiter fortfchreiten. 


Anmerfung. 


F. 2097. Wir haben für diefes Problem eine doppelte Auflöfung 
zegeben, und obgleich die erftere derfelben fehr allgemein zu feyn ſcheint, 
'o kann fi fie dennoch in gewiſſen Faͤllen nicht angewendet. werden, weß- 
halb man fid) dann der zweyten Auflöfung bedienen wird. Übrigens 
Bibt e8 gewöhnlich nur fehr wenige Intervalte, welche die legtere Mes 
thode erfordern, während alle übrigen nach der erſten Methode behan⸗ 
beft werden fönnen. Dieß ift der Fall, wenn für irgend ein Intervall 
bie Größen V und c entweder verfchwinden oder unendlich groß wer⸗ 
Ben; ja, es kann auch gefchehen,, daß, fo Flein auch das Intervall ge⸗ 
nommen werden mag, die Größen y und p unendlich großen Anderuns 
gen unterworfen find, deren Darftellung dann eine ganz eigenthümliche 
Beſtimmung erfordert Wäre 5. B. die Gleichung 


ydxı? 
#7+-— 


gegeben, fo erzeugt das Intervall von x—o bid x=w, wenn aud) 
onoch fo Flein angenommen wird, in dem Werthen vou y und p eine 
wmendliche Anderung, wie fi) aus dem vollftändigen Integrale der 
Bleichung erfennen läßt; denn da diefes 


yo Ax® ein. [T lx 4 «| 
it, alfo 


—— ix + +5 cos. [22u4 19— 


Oder p=7r zu sin I lx+a+ 60° | 


= 0 





| mm OO) mm 
wird, fo ift einlenchtend, daß für x—o zwar y==o feyn werbe, der 
Werth von p aber unbeftimmt bleibe. Legt man aber der Größe x 
einen fehr fleinen Werth bey, fo wird y zwar einen fehr unbedeuten: 
den Werth erhalten, der aber für das fehr Fleine Intervall bald pofitie 
ift, bald verfchwindet, bald negativ wird, weil Ix eine fehr große 
Änderung erleidet; allein die Größe p nimmt während dieſes Inter 
valles alle möglichen Änderungen an. Noch deutlicher fieht man dig f 
bey dem Benfpiele Ara Erd u 

20x x 

dy-+ _— — —— —0, 










welcher Gleichung das vollſtaͤndige Integrale y== A sin. (- + J) 
zugehört. Denn während x von o bis w waͤchſt, geht der Winkl 
_ — a vom Unendlichen zum Endlichen über, und fein Sinus erleidet 


alle Änderungen zwifhen 4 # und — ı fogar. unendlich oft. Wem 
wir alfo auf derley Intervalle fommen, fo darf es uns nicht wunder, 
wenn die gewöhnlichen Näherungdmethoden nicht sureichen , jene ni 
lich, welche fich auf den Grundſatz ftügen, daß die Änderungen durd J. 
ſehr Heine Intervalle felbft fehr Elein find. Mit Ausnahme diefer Je & 
tervalle läßt ſich die. vorgefchriebene Auflöfungsmethode immer mit 

Nugen anwenden. 


Bepfpiel 1. 


F. 1098. Sey gegeben die Gleichung 
I 


 +=% | 
man foll fie durd Ypprosimation integriren. 
Da alfo p=— II ift, fo wird = ſeyn; fegen 


wir daher fiir den Anfang des Intervalle x=a, y=b und p=u 
und gehen von da an nur ein wenig weiter, fo werden wir, weil 


Peol=-; a=— "=. ud R=o ib 
nach der erſtern Auflöfung erhalten: 
due el dern (x— a) md 


Jabta-)- — a). 


mm 0203 ER 


Wird alfo x — S« geſetzt, jo werden die Anfangöwerthe für 
3 nächfte Intervall feyn: | 
"ato b=b+e— 2 m 
bu (b—ac)u2 


v=0— — — 


af aaf 
> hieraus findet man auf ähnliche. Art die Anfangswerthe für das 
Hitfolgende Intervall. | 
Wird aber für irgend ein Intervall a==mo, fo muß die Rechnung 
h einer eigenen Metbode geführt werden. Nimmt: man nämlich für 
ı Anfang diefed Intervalle x—=n, y=b und p==c, und fegt 


— Axi | Aut! 
p=cetAıX md ymb+Lcxı+- 


i+ı 
wird man erhalten: | , 
dp __ I-ı _=-I _-—b c Ax 
Kraut = — I TETOQA+Yf 


lcher Gleichung nit Genüge geleifter werden kann, außer wenn 
—= 0 ift; denn man würde = o und A == co finden, woraus 
ir fhließen, daß man 

| y—b-+ Axlx 
ben müſſe, fo daß alfo 


no dp _A —b-— Aılz 
p=kı+A m Zoo — * 


Igli) A=— ? wird. 
Um aber hieraus den Werth von p genau erfennen zu fönnen, 
ben wir 
y=b-+ Axlx + Bx, 
nd man wird erhalten 
| P=AlXxtA+B md 2 — 





raus fi ergibt, daß, wie vorhin, A== 
immt bleibt, fo daß man nun 
y=b— -Alx+Br, und 
p=eir—?+B 
ndet. Iſt demnach nidht b=o, wenn XS o iſt, fo ift nothwen⸗ 
tg die Sröße c unendlich groß; wenn daher zu Anfang des Inter⸗ 


um 20, mm | 
valles zamo, y=b und pe=oo ift, fo wird mau am Ende deöfl: 
ben und am Anfang des folgenden Intervalled erhalten: 


x 0; jy-b—- "lu und Pe 1a. 


Beyfpiel = 
. 1099. Sey gegeben die Gleihung 


dx 
xt dey — axrdxdy+ ayder= x * 


man ſoll dad Integrale derfelben näßerungencih 
beftimmen, 





' 


m Bel_Yılev 
ift, fo wird man erhalten: 
e—48 
Q rn + * und 
Re 2. 


Iſt daher für den Anfang eines Intervalles xeosa, b, 
pc, ſo wird man, weil 


Fo * 4: n, erhalten: 


Pot 2_2+2 «-9)-:6 +) —ı) 
und y=b-c(x—a) +} “245 (x — a). 


Nun laͤßt fi) die Rechnung dur) Intervalle leicht weiter fort: 
fegen, wenn nur nicht ao ift. Im diefem Rolle aber, wo a=o 
ift, Fann das Intervall nicht ohne Schwierigkeit durch Rechnung be: 
flimmt werden, weil man dann den Größen b und c feine gegebenen 
Werthe beylegen kann, wovon man fich fehr leicht durch die Betrach⸗ 
tung des vollftändigen Integrales unferer vorgelegten Gleichung 


y — Ae'x + Be ‘x | 
überzeugt; denn wird bier x—o gefeßt, fo wird nothwendig y=o 
wenn wir die Eoefficienten A und B nicht unendlich groß nehmen wollen. 
Wird aber b=o gefebt, fo hat die Approrimation feine Schwierigkeit 





Erſtes Bıd 
der | 


Integralrechnung. 


Zweyter Theil. Zweyter Abſchnitt. 


5 


v-\, . 

wer y 

"er „ns 

tn 2 - 
* 





Zweyter Abſchnitt. 
on der Auflöfung der Differenztalgleifungen 


8 dritten und der höhern Grade, welche dToß 
zwey Veränderliche enthalten. * 


— 


Kapitel l. — 
on der Integration der einfachen Differenzialforimeln des 
dritten oder eines höhern Grades. 


Aufgabe 141. 


$. 1100. D.: vollftändige Integrale der For—⸗ 
In dy=o,dy= 0, d’y =ou . w., und allge 
in jened des Ausdrudes dey = o, bey weldem das 
ement dx als unveränderlich genommen iſt, u 
ıden. 


Auflöfung. 
Da dx conftant ift, fo gibt die Gleichung d’y a o durch Ins 
ration d? ‚= — adx?, und daher durch fortgefeßtes Sntegeisen. 
dy = axdx +PBdx, und endlich 
| y=4a: -ßxr+7. 
Auf ähnliche Art findet man aus der Gleichung d*y = 0 vurch 
e vierfache Integration: 
ı) dy == adx?; 
2) de y axdı: +Pßdxt; | 
3) dy =Laxtdx + Bxdx + ydz, und endlich 
4) y mia tißer hy 000, 


ISO 
© 
oo 


Die Gleichung d’y 0 aber gibt, wenn die Integration fünf 

Mahl wiederholt wird: 
ya tip + iy hörte | 

Der Gleihung d‘y=o entfpricht folgendes vollftändige In T 
tegrale: 

ve et tee 2 
und fe. Sonn, man mit der Integration der Sormeln d”y == o forte | 
fahren, vom wievielten Grade fi fie auch feyn mögen, wenn nur nein I 
ganze pofitive Zahl bezeichnet. Ä 


—Zuſatz 1. 
F. 1101. Indem man alſo mit der einfachſten Form beginnt, 
ſchreiten die Integralien nach folgender Ordnung fort: 
Den Formeln entſprechen die vollſtaͤndigen Integrale | 
 dy=o y=a 7 
ay=o yzax+ß, 
d’y=o = la -ßx-y 
dy=o Jia +iße hy 
ꝛe. ꝛc. x... 
Zuſatz 2 


$ 1102. Weil die conflanten Größen a, ß, Yo. ganz will⸗ 
’ türlich find, fo Fönnen die Brüche ohne Bedenken weggelaffen werden, 
und dann entfprechen 


den Sormeln die SIntegralien 

dy =o y-a | 

dym=o yısax P4 

de y 0 7 4x2 - 8x5x 4 5 | 

dy=.o yzaz +- ße -yx 45 

dy=o yz=ax + pr -yr Höhe 

ꝛc. ꝛc, | ꝛc. ꝛ⁊c. | 
3ufas 3. 


$, 1203. Bon der fovielften Ordnung alfo die Differenzialformel 
it, eben fo viele willfürliche Conftanten enthält ihr vollftändiges In⸗ 
tegrale, welche man in jedem gegebenen Falle nach den vorgeſchriebe⸗ 
nenu Bedingungen beſtimmen muß. 
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Aumerfung ı. 

F. 1104. Setzt man dy=pdx, dp= gas, dg=rdx, 
r==sdx u. f. w., fo werden alle Differenzialgleichungen der höheren 
rdnungen auf endliche Größen zurücdgeführt, bey welchen auf das 
8 conftant betrachtete Element weiter feine Rüdficht genommen wird. 
8 Laffen fich daher die Formen aller Differenzialgleichungen auf fol: 
mde Art daritellen: 


Der Differenzialgleihungen des allgemeine Form ift: 
I. Grades p=f(x,y) 
II. » | q=f@, y, p) 
, I. » r=f(,y,Ppı J : 
IV. » 8 =f(x, Y, Pr 9 r). 
ꝛc. ꝛc. 


x die Größen y, P, q, r, s mit Ausſchluß des Elementes dx fo 
dh einander abhängen, daß, weil J 
vol. a _ I. I. 4 
p q Wo s t 
ſt, folgende Relationen Statt finden: 
jdy—pdp; rdy=pdg; sdy=pdr; tdy=pds x. 
dp qdq; sdp = qdr; tdp = qds; ıw. un 
ıdq = rdr; tdq = rds; tdr=sds; ⁊c. 
son welchen Formeln einige für fich integrabel find, naͤmlich: 
fgdäy=tp; Srdp=;g; Ssdg=,r; Stärazst; ic 
aus welchen ferner, weil /zdv=vz — /vda ift, folgende abge⸗ 
keitet werden: 
sdg=yg— pP; Spdr=pr— sd; Sadegs—zrti 
Jrdtt=rt — 3; u. ſ. w 
mittelft welcher man aus den vorhergehenden Ausdrüden erhält: 
Jsäympr —:q3 daher /)yds — ys — pr + ig 
Sıdäp= qs — :r%; » Spdttapt— gs + ir 
Jadgq=rt — 48; » ’[gdu=qu— ri + — 
Hieraus beſtimmt man ferner 
ſydu = yu — Judyj 
| dy dt 


— — 


I 


b it aber 


' 


=]: 
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— 00 
und daher iſt Ä | 
fydumyu— fpdt=yu — pt-- gs — :r.. 
Führen wir daher wieder die Differenzialien in die Rechnung ein, 
fo werden wir folgende Integralformeln erhalten: | 
/ydy =:y | 
Jydymydy — zdy* 
Ssey=ydy— dyd’y + :(diy): 
0 = yd'y — dyd’y-+- diyd'y — ar 
u. ſ. w.; 
ſo daß alſo die Formel Sydry integrabel ift, fo oft n eine ungerade 
ganze Zahl bezeichnet. „ 


Anmerfung 2 


$. 1105.. Bey den Differenzialgleichungen des zweyten Grades 
haben wir die einfachen Formen fo aufgeftellt, daß q entweder bloß ein 
Functien von x, oder von y, oder von p allein bezeichnete, welde 
Größen, wenn die großen Buchflaben zur Bezeichnnng der Functionen 
der Heinen Buchftaben gebraucht werden, fi) fo darftellen Laffen, daf 

entweder g= X vr gq=Y vr g=P | 
wird. Wir fönnen daher auch für die Differenzialgleichungen: 4] 
dritten Grades die einfacheren Formen auf ähnliche Art darftelen: 
r—=-X\; r=Y; r=P; r=Q, 
fo daß diefelben nur zwey veränderliche Größen enthalten. 
Für den vierten Grad wären demnach die einfachern Formeln 
s — X; s =); s—=P; s=0; s=BR; 
und fire den fünften Grad 
t=X; t=Y, t=P; t=0; t 2R; ı=$, 
und eben fo ferner für die höhern Grade. 

Allein diefe Formen Taffen nicht ale auf gleiche Weife die Inte 
gration zu, denn manche lajjen fich nicht ein einziges Mahl, andere 
bloß ein Mahl integriren, und bey andern kann man alle Integrotie F 
nen bis zu der zwifchen x und y vorhandenen Relation ansführen, wie 
dieß jedes Mahl bey den beyden erften Sormeln in jedem Grade dt 
Fall ift. Immer aber hat man die Aufgabe zu Iöfen, zwiſchen den 
beyden Hartgrößen x und y eine Relation aufzufinden. 
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Aufgabe ı4=. 

F. 1106 Sey dy=pdx, dp=gqdxr, dgq=rdx, 
er == sdx, ds atdx ı.; es foll für jeden Grad der 
ifferenzialien eine Sleihung zwifdhen x und y ge: 
inden werden, wenn eine der Örößenp, q, r, 8, t.. ' 
ner Sunction von x glei wird, welche wir durch 
bezeichnen wollen. 


Auflöfung - 
Wenn erfllih p=X ift, fo wird man durch Multiplication mit 
x erhalten pdx —= dy = Xdx, und daher y=/Xdx, welches 
a Fall der einfachen Differentialformeln des erften Grades ift. 
Sey zweytend q=X, fo wird man haben 
qdx —= dp = Xdx, daher 
p=/Xdx und pdx=dy = dx/Xdx, folglid 
y=/Sdx/Xdx, | 
er mittelft einfacher Sntegralien 
y=x/Xdx — [Xxdx 
Sey drittend 52 X, fo wird man, wel dg=rdx if, 


yalten:: 
q = /Xdx, und daher 


p= Sydı = [dxı/Xdx = x/Xdx — JAxdx; . 
lich alſo 
—— 
Viertens fey X, fo findet man 
y=/jdxfdxfdx/Xdx, 
Icher Ausdrud endlich, in folgende Gleichung aufgelöft wird: 
= 4x3/Xdx — 2x2: /Xxdx 4 !x/Xıtdx — 2 /Xx’dx, 
Sünftens feg t—=X, fo wird man finden: 
y=/dxsjfdx/dx/dx/Xdx, oder 
= xt/Xdx —irt/Xxdx+4 ax /Xx2dx— ix /Kxddx + /Xxtdx. 
. Hierauß erhellet dad Geſetz für den weitern n Borigang der Rech⸗ 
ng von felbit. 
Zuſatz ı 
$. 1207. Man erhält demnach eben fo viele Sntegralformeln, 
—19* 
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® 


vom wievieliten Grade die Differenzialgleichung ift, und weil jede der: 
felben eine willfürliche Gonftante aufnimmt, fo erfheinen im Sntegrale 
eben fo viele unveränderliche Größen, wodurch diefes sum vollftändigen 
erhoben wird. Dasfelbe erfenut man auch fehon an der erſten. era 
in welcher eben fo viele Integralzeichen vorfommen, Ä | 


zu De 
$. 1108. Wird das Element dx als unveraͤnderlich angefehen, 
fo ftellen fich die vollftändigen Integralien der folgenden , nad) der ge: 
wöhnlihen Bezeichnung ausgedruͤckten Formeln auf nachſtehende Ab Art bar: 


1 Wenn dy=Xdx ift, fo wird . 
ym=/Xdx; . 
Il. ®enn d?y — Xdx? ilt, fo findet man 
ı.y=x/Adx — /Xxdx; 
I. Wenn d?y — Xdx?® ift, fo erhält man 
2.y = "/Xdx — 2x/iäxdx + Jixdx; 
IV. Wenn dy =Xdxt iſt, fo wird 
6.y = x’/Xdx — I /Xxdx + Ser/Xxtdx —/Kardı, | 









V. Wenn d’y=Xdx’ ift, fo wird . 
24.y=x'/Xdx ar Ad or /Krrdr — 4x2 /Krtdr AK 
u. ſ. w 


Anmerfung. 


$. 1109. Die Formeln aber, welche wir oben an bie swegte 
Stelle gefebt haben, und welche die Zumetion y enthalten, laſſen jih 
nicht integriren, wenn fie den zweyten Grad überfteigen. So fan 
die Formel r=Y aus der dritten Ordnung, obgleich wir wiſſen daß 

pdq __ adaq _daq 

dy dp dx 
ift, doch auf Feine Weife integrirt werden, und daher laͤßt ſich aud 
hieraus q nicht durch y beflimmen. Denn nehmen wir die Form 
pdq=Ydy, wobey pdp=qdy ill, fo werden wir wege 


Ydy 
P=T finden 


r= 


- 7 dy 
4 Y _ 
d. 1q’ 
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d daher durch Elimination von p: 
Ydy2dY Y2dy 

da? +77 dg 

Iche Gleichung zwar vom zweyten Grade ift, keineswegs aber m 

[gemeinen die Integration zuläßt. 

Die Formel s=Y aus der vierten Gattung kann, weil 

Sdiy=pr—;g = /Ydy 

‚ zwar ein Mahl integriert werden, allein dann kann man nicht mehr 

iter gehen.. Jene einfachern Formeln aber, welchen wir oben für 

en Grad den letzten und vorlegten Plag angewiefen haben, laſſen 

y behandeln, und wir wollen daher verjucchen, fie zu integriren. 





d. Reg 


Aufgabe 143. 

$. 1210. Sey, wie biöher, dy — pdx, dp == qdx, 
pr rdx ı., und jeder der Buchſtaben Y, P, Q, R 
IT eine Gunction von der, mit dem gleichnahbmigen 
einen Budhftaben bezeichneten Größe vorftellen; 
ın beftimme die Sntegralien folgender: einfachen 
rmeln: 

p=TY, up, r=Q, s—R, t=S$, ꝛc. 


Aufldöfung. 
Die erfte rien gibt, weil p = ST ift, fogleich 


folglich x = far — 
dp 


Die zwepte Steihung qa=P gibt, weil g= F iſt: 
dp pdp 
dx = > und? dy= = 


“a 


» da P eine Sunction von p bezeichnet, fo wird jede der Weränder: 
en x und y durch p auf folgende Art beftimmt: 


dp pdp 
-/ m jr 


d 
Aus der dritten Gleihung r—=Q findet man wegen r = = 


dx = T alſo qdAx = dp = 


un 208, mm 
valled zu=o, y=b und p==oo iſt, fo wird man am Ende deöle: 
ben und am Anfang des folgenden Intervalles erhalten: 


= Jeb- lo m p= lu 


Beyfpiel a. 
8. 1099. Sey gegeben bie Gleihung 
z:d’y — 2xdxdy + 2ydx® =, 


man ſoll das Integrale berfelken äßerungemeil 
behimmen, 


dpP_aP ayı y_\ 
Da. B-2_Y4ler 


ift, fo wird man erhalten: 
p —— 4 47, 


x? x3 
3 1 
- Pr 
Ro 2» 


Sit daher für den Anfang eines Intervalles 1, y=b, 
pEac, fo wird man, weil 
— 4 = ift, erhalten: 


a at 
pe + (2-24 2)e-9-:(+ 2)e-n 
md y=b-co(x—a) +} “_242 (x — a). 


Nun laͤßt fi die Rechnung durch Intervalle leicht weiter ſort⸗ 
fegen, wenn nur nicht a=o ifl. In diefem Kelle aber, wo a=o 
ift, fann das Intervall nicht ohne Schwierigfeit durch Rechnung be . 
ſtimmt werden, weil man dann den Größen b und c feine gegebenen 
Werthe beylegen fann, wovon man ſich fehr leicht durch die Betrad». 
tung des vollfländigen Integrales unferer vorgelegten Gleichung 


y Ae'z 4 Be 'x | 
überzeugt; denn wird hier x==o gefebt, fo wird nothwendig yo, 
wenn wir die Coefficienten A und B nicht unendlich groß nehmen wollen. 
Wird aber b=o gefeßt, fo hat die Approrimation feine Schwierigkeit 
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Zweyter Abfchnitet.. 
on der Auflöfung der Differenzialglefdfungen 


8 dritten und der höhern Grade, welde broß 
zwey Veränderliche enthalten. | 


SEILER — 


Kapitel L 


nn der Integration der einfachen Differenzialformeln "des 
dritten oder eines höhern Grades. 


Aufgabe ı4ı | 
$. 1100. D.: vollfiändige Sntegrale der or: 
Indy=o, dy=o, ’y=ouf.w, und allge 
in jened des Auddrudes dey = 0, bey welchem das 
ement dx als unveränderlidh genommen ifl, 3 
ıden. 
Auflöfung. 
Da dx conftant ift, fo gibt die Gleichung d’y = o durch In⸗ 
ration d?y = adx?, und daher durch fortgeſetztes Sntegrisen. 
dy = axdx +'ßdx, und endlich 
y=:at+-ßxr-+y. 
Auf ähnliche Art findet man aus der Gleihung d+y== 0 vurch 
e vierfache Integration: 
1) dy = adıx’; 
2) de y —8* + Bdx’; 
3) dy = :ardx + Pßxdx + ydx, und endlich 
)y han Hißu byte 007 


10 
© 
oo 


Die Gleihung d’y==o aber gibt, wenn die Integration fünf 
Mahl wiederholt wird: 
yazaxs Lißr I u Löx-t e 
Der Bleihung dy==o entfpricht folgendes vontänbige u " 
tegrale: 


yazsar + Zr + sy +iör ex Tr 2 
und ſo kann man mit der Integration der Formeln d’y = o forte . | 
fahren, vom. wievielten Grade fie auch ſeyn mögen, wenn nur neu # 
ganze pofitive Zahl bezeichnet. Ä 


"3ufap 3. 
$. 1101. Indem man alfo mit der einfachiten Form beginnt, 
fhreiten die Integralien nad) folgender Ordnung fort: 
Den Gormeln entfprechen die vollftändigen Integrale 
dy=o y=a | 
dy=o | yz=sax-tß, 
dy=o y=t:ax -ßx-+y 
dy=o y=;zar! +: >yr +5 
ꝛe. ꝛc. ꝛe. ꝛ⁊c. 
Zuſatz 2 


1102. Weil die conftanten Größen a, B, y... ganz wills 
kuͤrlich find, fo koͤnnen die Brüche ohne Bedenken weggelaffen werden, 
und dann entfprechen 


den Sormeln die Integralien 
dy =o yz-a 
d y o: 23464 
d y 0 ya tßr-ty 
y=o yzar + Pr -yx +3 
dy=o vtaitnihöite 
ꝛc. ꝛ⁊c. ꝛe. ꝛæe. 
Zuſatz 3. 


F. 1103. Won der ſovielſten Ordnung alfo die Differenzialformel 
ift, eben fo viele willfürliche Conſtanten enthält ihr vollftändiges In 
tegrale, welche man in jedem gegebenen Falle nach den vorgeſchriebe⸗ 
nen Bedingungen beſimmen muß, | 
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Anmerkung 1, 
$. 1104 Sept man dy=pdx, dp= gdr, dq=rdx, 
=sdxu.f.w., fo werden alle Differenzialgleichungen der höhern 
nungen auf endliche Groͤßen zurückgeführt, bey welchen auf das 
conſtant betrachtete Element weiter keine Ruͤckſicht genommen wird. 
laſſen ſich daher die Formen aller Differenzialgleichungen auf fol⸗ 
ve Art darſtellen: 


er Differenzialgleihungen des | allgemeine Form iſt: 
I. Grades p=f(,y) 
1» Ä q=f(, y,p) 
, I. >» r=f(x, y, p q) - 
IV. » s=f(x,y,pı gı rn) 
u. ꝛc. 


die Groͤßen y, p, q, Tr, s mit Ausſchluß des Elementes dx fo 
einander abhängen, daß, weil 


/ 


d d 
dx — M — — dq _ ar ds I 
q ri s t 


folgende Relationen Statt finden: 
Zu pdp; rdy =pdqg; sdy=pdr; tdyz=mpds zc. 
== qdg; sdp= qdr; tdp = gqgds; ꝛe. un 
= rdrj tdq = rds; tdr=msds; x. 1 
welchen Formeln einige für ſich integrabel find, nämlich: 
y=,.pP5 frdopo=,g; Ssdgq=ir; Start; iu 
welchen ferner, weil (zdv= ve — /vde ift, folgende abge⸗ 
; werden: 
q=yg9—:P; Spdr=pr—:g; Sgadsags — rt; 
Jrdt=rtr — 183; wf. w. 
{ft welcher man aus den vorhergehenden Ausdrüden erhält: 
dy — pr — :q%; daher Jyd=ys — pr +: 2 
dp=gsıs — :r}; » pltap—gstin, 
dq=rt — 482; » ’/gdu=qu— rt + 1, 
Hieraus beſtimmt man ferner 
ſydu — yu — /udyjz 
| dy dt 


— 
| — — 


[2 


t aber 


=]: 


' 
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und daher iſt 

Yyanaya—fpdtayu — pt 4 gs — :r. 

Führen wir daher wieder die Differenzialien in die Rechnung cin, 
fo werden wir folgende Integralformeln erhalten: 

/ydy =,Y 

yay=ydy — ‚dy 

Syey=ydy— dyd’y + !(d’y)* 

JI0Yy rer — dyd’y - dyd'y — ar 

u. ſ. w.; 


ſo daß alſo die Formel ydey integrabel ift, fo oft m eine ungerade 
ganze Zahl bezeichnet. 


Anmerfung 2. 


$. 1105.. Bey den Differenzialgleichungen des zweyten Grade 
haben wir die einfachen Formen fo aufgeftellt, daß q entweder bloß eine 
Sunction von x, oder von y, oder von p allein bezeichnete, welde 
Größen, wenn die großen Buchftaben zur Bezeichnnng der Functionen 
der Heinen Buchftaben gebraucht werden, ſich fo darftellen laſſen, daf 
entweder q — X vr q=Y oda q=P 
wird. Wir fönnen daher auch für die Differenzialgleichungen. de 
dritten Grades die einfacheren Formen auf ähnliche Art darftellen: 

r=%r=Y; r=P; r=Q, 
fo daß diefelben nur zwey veränderliche Größen enthalten. 
Für den vierten Grad wären demnach die einfachern Formeln 
s — X; s = Y; s—=P; =0; s—=R; 
und fiir den fünften Grad 
t—-\,;, t V; tı=P; t= 0; t=R; ı=$, 
‚and eben fo ferner für die höhern Grade. 

Allein diefe Formen Taffen nicht ale auf gleiche Weife die Inte 
gration zu, denn manche laifen ſich nicht ein einziges Mahl, ander 
bloß ein Mahl integriren, und bey andern fann man alle Integratir 
nen bis zu der zwifchen x und y vorhandenen Relation ansführen, wie 
dieß jeded Mahl bey den beyden erjten Kormeln in jedem Grade it 
Fall if. Immer aber hat man die Aufgabe zu löſen, zwiſchen den 
beyden Hauptgrößen x und y eine Relation aufzufinden. 
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Aufgabe ı4a. 
F. 1206. Sey dy=pdx, dp=gqdxr, dq=ardx, 
r == sdx, ds — tdx ı.; es foll für jeden Grad der 
)ifferenzialien eine Sleihung zwifhen x und y ge 
ınden werden, wenn eine der Örößenp,qg,r, 8, t.. 
ner Sunction von x glei wird, weldhe wir durd 
. begeihnen wollen. 


Auflöfung - 
Wenn erftlih p=X ift, fo wird man durch Multiplication mit 
x erhalten pdx— dy = Xdx, und daher y= /Xdx, welches 
n Sall der einfachen Differentialformeln des erften Grades ift. 
Sey zweytens q—=X, fo wird man haben 
qdx = dp = Xdx, daher 
p=/Xdxz und pdx=dy = dx/Xdx, folglich 
J — Sd x/X dx (Zu 
er mittelſt einfacher Integralien 
y=x/Xdx — [Xxdx | 
Sey drittens r—=X, fo wird man, weil dg—rdx if, 
Bolten: | 
q = /Xdx, und daher 
p= Sadx = Sdx/Xdx = x/Xdx — [Xxdx; 
dlich alſo 
— 
Viertens ſey s=X, fo findet man 
y—/fdxfdxfdx/Xdx, 
elcher Ausdruck endlich in folgende Gleichung aufgelöft wird: 
— 4x3 /Xdx — 2x /Xxdx + !x/XÄrdx — Z/Ax’dx 
Sünftens feg t—=X, fo wird man finden: 
y = Sdxfdxfdx/dxfXdx, oder 
rt /Xdx —axt/ Xxdx Hirt /Xrde— gr /Krddı-- 2, /Axtdr. 
. Hieraus erhellet dad Gefeg für den weitern Sortgang der Rech⸗ 
mg von felbfi. | 
Zufaß ı | 
$. 1107. Man erhält demnach) eben fo viele Integralformeln, 
.ı1g*- 
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vom wievieliten Grade die Differenzialgleichung ift, und weil jede der: 
felben eine willfürliche Gonftahte aufnimmt, fo erfcheinen im Jutegrale 
eben fo viele unveränderliche Größen, wodurch diefes sum vollſtaͤndigen 
erhoben wird. Dasfelbe erkennt man auch ſchon an der erſten. Sven 
in welcher eben fo viele Sntegralzeichen vorfommen, 


3ufag 2. 


m 


$. 1108. Wird das Element dx als unveränderlich angefeßen, | 
fo ftellen fich die vollftändigen Sntegralien der folgenden , nad} der ge⸗ 


woͤhnlichen Bezeichnung ausgedruͤckten Formeln auf nachſtehende Art bar: 
I. Wenn dy=Xdx ift, fo wird . 
y=/JXdx; 

I. Wenn dy = Xdx? iit, fo findet man 

ı y=x/Xdx — [Xxdx; 
HI. Wenn dy — Xdx° ift, fo erhält man 

2.y = x"/Xdx — ax/Äxdx + [Xxdx; Ex 

IV. Wenn dy — Xdxt if, fo wird | 


by ni /Xdx — Ir /Xıdı + SrfXtde — Rus " 


V. Wenn dy=Xdx’ ift, fo wird .. 


24.y=xt/Xdx —4x’/Axdx-+-6 xXxxtdx — —— AK 
u. ſ. w. 


Anmerfung. 


$. 1109. Die Formeln aber, welche wir oben an die zwegte 


Stelle gefeßt haben, und welche die Zunetion y enthalten, laſſen ſich 
nicht integriren, wenn fie den zweyten Grad überfteigen. So fam 
die Formel r=Y auß der dritten Ordnung, obgleich wir wiffen daf 
ru Pla _ da _ dag 
dy dp dx 
iſt, doch auf Peine Weife integrirt werden, und daher Täßt fi aud 
hieraus q nicht durch y beſtimmen. Denn nehmen wir die Fom 
pdq=Ydy, wobey pdp=gqdy ill, fo werden wir wegen 
Ydy 
p= AT finden 
= 7 





1 
Ya.Z 
+ er 


—__.ı... 
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d deher durch Elimination von p: 
Ydy 2 | 

un + 7245 d. Fr == qdy, 
Iche Gleichung zwar vom zweyten Grade iſt, keineswegs aber im 
gemeinen die Integration zulaͤßt. 

Die Formel s==Y aud der vierten Gattung Fann, weil 

Jsäy=pr — :q—=/Ydy 
‚, zwar ein Mahl integriert werden, allein dann kann man nicht mehr 
iter gehen. Jene einfachern Formeln aber, welchen wir oben für 
en Grad den legten und vorlegten Plag angewiefen haben, Taffen 
) behandeln, und wir wollen daher verjuchen, fie zu integriren. 


Aufgabe 143. 

$. 1120. Sey, wie bisher, dy — pdx, dp = qdx, 
(= rdx ı., und jeder der Buchſtaben Y, P, Q, R 
[T eine Function von der, mit dem gleihnahmigen 
einen Budhftaben bezeichneten Größe v.orftellen; 
ın beftimme die Integralien folgender: einfadhen 
rmeln: 

p=)Y, q=P, r=Q, s—R, t=S$S, «. 


Auflödöfung 
Ä dy. Eu 
Die erfte riss gibt, weil p = = iſt, ſogleich 


dy 
. dx — -—, folglich x - 


Die zweyte Sleihn gq=P gibt, weil q — * iſt: 


d d 
dı= > und dy= EL 
, da P eine Zunction von p bezeichnet, fo wird jede der Veraͤnder⸗ 


en x und y durch p auf folgende Art beſtimmt: 


d d 
= /7 und af 
dq 


Aus der dritten Sleihung r—=Q findet man wegen = — 


d d 
dı= 7’ alſo qgdAx = dp = 


fo daß alſo 


dq qdq 
x — und | 
fü Bar Tg 


wird, und hieraus en wir 


pax may = U IET, forgti = 2 


Es wird demnach jede der Veränderlichen x und y durch if 
Rariabele q fo beſtimmt, daß man erhält: 


of. — [dia fada 
mr 7 Q“ 


Aus der vierten Gleichung s = R = -— - findet man dx —* 
und hieraus ergibt ſich 


ge, alſo q 


Die Gleichung qgdx— dp gibt ferner 


dr rdr dr f rdr 
oe= [FE oe pi I 


und weil pdx —= dy ift, fo werben wir erhalten: 


\ dv dr dr f’rdr 
r JR — Rt | 

und demnach finden wir die beyden Hauptgrößen x und y duch r 

ausgedrückt, mittelft der Öleichungen 


Ak: SE =/=- 
x= J— nd „= TA 


Wird die fünfte Sleihung t=S auf diefelbe Art behandelt, fo 
findet man 


fe m ———— 


und fo faun man nun ohne Anftand weiter fortfahren. 


Zuſatz ı. 

F. 1111. Aus der zweyten Formel fieht man, daß, was zwar 
für fih Far ifl, y=/pdP = Pp— /Pdp werde, wenn x ein 
Function von p bezeichnet, fo daß x—P ift. 
| Zuſatz a 


$. 1112. Iſt aber x — Q, alfo dx=dQ, fo wird ma 
finden: 


rdpr 
BR 








ee 
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qgdx=dp=qgdQ und? p=SqdQ,, und daher 
y = /dQ/qdQ oder y = Qy/gdQ — SqQd9; 
er, da auch y=/IN(gQ — /Qdg) if: 
, 7=:4% + s/Y%dq — Q/Qdg, 
er endlich 
2y=Q'g— 20/QIdg +/Ydq 
Bufag s. 
$. 1213. Auf ähnliche Art wird, wenn xR if: 
q=/rdx=/rdR, p=/qdx = fdR/rdR un 
y = fpdx —= /dR/dR/rdR, 
er nach dem vorhergehenden Zuſatze: 
ay= /dR(R?r — aR/Rdr + /R?dr); 
glich Durch ähnliche Neductionen: 
6y=R!r — 3R/Rdr + 3R/Redr — /Rdr. 


Zuſatz 4. 

F. 2214. Sftaberx=S, fo wird man durch Ähnliche Reduc- 
sen erhalten: | 
y — 548 —48/Sds +6S?/S?ds —45S/S?ds S?ds, 
Daher, wenn man mittelft wiederholter Differenziation zurüdgeht: 
dS=—=48%3d$S— ı28dS/Sds--ı25dS/S?:ds—4dS/S’de, 
e 
6p = Sss — 3S:/Sds + 3S/S?ds — /S’ds und 
aq = Sts — 25/Sds + /S?ds; 


n aber ift 
r=$5s — /Sds ud s—R:. 


Aufgabe 144. 


F. 1115. Die bisher gebraudhten Bezeihnungen 
alte man bey, und fuhe die Integralien folgen 
einfacheren Formeln: 

gy=Y; r=P; s=(; t—=R; ꝛe. 


Auflöfung. 
d 
Für die erſte Formel g=—=Y erhält man g = ri es if 


nach 
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pdap= Xdy und p? = a/Ydy, af 


vo/Ya5' 


wodurch man eine Gleichung zwifchen x und y erhält. 
| Für die zwepte Formel r—P werden wir, welr = er iſt, 
finden: 
 qdq=Pdp und q — YayPdı Sy 
und bieraus folgern wir 


vo pdp 
55 md y = N rn 


Für die dritte Formel s—=Q wird, da s== * iſt: 





x == 





r = V2/Qd 1, — 


p gada_ 
V/dig 
dq dq 
— — dx = — — um 
Da aber r = — ift, fo wird dx — jan 


wegen pdx == dy werden wir erhalten: 





VefdQy Va/fQdq VafQdg 
Bot u . . ds. 
Für die vierte Form t=R erhalten wir, weil t = | 


die Öleihung s = Ya2/Rdr; es ift aber s— J, und daher wird 


d > . 
dx —— weil aber auch s -7 ift, fo finden weg 
2 


zn ‚, und da p= /qdx ilt, fo wird 


3 - N 


woraus y=/pdx gefunden wird. Es werden demnach x und | 
durch r fo beflimmt, daß 
dr 


x — I- wird, 


Va/Rdr 
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GR fr dr. rdr 
“ ' 7: SSR VafRdrıJ VafRar . 


Für die fünfte Formel u==$, erhalten wir, wel u= er iſt: 


= Vaysd = alſo ax ⸗ 





Vafsds. 
Es iſt aber auch ade 
— 20 ; alſo r= ; ferner 
dr Va/3ds LT ts 


q=/Srdx, p=/qdx, y = /pdxj 
imd hieraus finden wir demnach) 


————— —  _} ——— ——— ⏑— pen 
—— o 


Ainmerfung. 
$. 1116. Dieß find die Fälle, in welchen man die oben aufges 
jählten einfachern Formeln integriren kann, und ich Fenne feine Mes 
thode, nach welcher fich die übrigen behandeln ließen. Weit feltener 
ach find die auflösbaren Bälle bey noch zufammengefegteren Sormen, 


. , day . 
bey welchen der Quotient ren einer Zunction zweyer oder mehrerer 


veränderlichen Größen’ gleich ift, und wegen der Befchränftheit dieſer 
Materie können wir dieſem Abſchnitte nur noch einige wenige Lehren 
zeyfügen. Die allgemeine Form der Gleichungen aber, welche fi 
1ach den bisher gefundenen Melboden Kr laffen, ift folgende: 


Ay-+B. —+e. —I+D ...—=0, 
vobey das element 1x als conftant —8 iſt, und welche, wenn 
dy=pds, dp=qdx, dq=rdx, ı. 

zefegt wird, auch auf folgende Art dargeftellt werden kann: 
Ay+-Bp+Cq+Dr+Es-+...=o. 
Es find ferner aber auch jene Gleichungen auflösbar, welche ent⸗ 
Halten find unter der allgemeineren Form 


Ay+Bp-+Cqyq-Dr+Es+...=X, 
avo X eine beliebige Function von x bezeichnet 
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Es koͤnnen ferner auch die nachſtehenden Formen, welche ſich 
übrigens auf die vorhergehenden reduciren laſſen, integrabel genax 
werden: 







.. . S0, 


und | 
Ay+ E 242 14224 426.. 2 x, 


deren Auflöfung foger elingt, bis zu welchem Grade fich auch! die 
Differenzialien erſtrecken moͤgen. 

Mit der Entwickelung dieſer Gleichungen wollen wir und man 
beichäftigen. | 
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Kapitel II. 
3on der Fa der Differenzialgleihungen von der Form 


dyı | dsy day | 
y+-B. + c.Z+D. is tE-:, t.=0% 


bey welchen das Element dx conftant genommen ift. 


Aufgabe 145. 
$. 1117. Ma— ſuche das vollſtändige Integrale 
Ber Differentlalsteichuna des dritten Grades: 
AB -«, 
bey welcher das Element dx conflant genommen iſt. 
Auflöfung. 
| Da die Eoefficienten A, B, C, D conftante Größen bezeichnen, 
o fällt bey einiger Aufmerffamkeit von felbft in die Augen, daß die 
ormeLy = et: unferer Gleichung Genüge leifte; denn hieraus er⸗ 


ibt ſich: 


dy_ „ix, dy ix. 4y g6AX 


Subftituirt man nım diefe Werthe, und dividirt die Gleichung 

uirch ei”, fo erhält man: 

A+AB+OCHDD=o, 
oraus der .Erponent ° beſtimmt werden kann; und de diefer drey 
Serthe erhält, welche wir mit a, ß, y bezeichnen wollen, fo erhalten 
&r die drey Sormeln 

yet, yme', y=e", 
elche unferer Sleihung Senüge Ieiften. 

Es erhellt aber aus der Natur der vorgelegten Gleichung, daß, 
enn ihr die Wertbe y=P, y=Q und y=R Genüge leiten, 
uch durch eine beliebige Verbindung diefer Werthe der Ausdruck 

y=ıP + 30 + ER 
um Ziele führen werde. Wir erhalten demnach aus den drey gefun- 


zum 500 mm 


denen Zormeln folgenden ganz allgemeinen Ausdruck, der dert 
legten Gleichung eben fo gut Genüge leiſtet: 

ya dot - Bet + Ce’; 
und da dieſe Form die drey -willfürlichen. Conſtanten A, B,“ 


haͤlt, fo wird fie in der That das vollſtaͤndige Integrale unfere 
gelegten Gleichung darftellen. - Ä 


Zuſatz ı 
$. 1118. Das vollftändige Integrale befteht alfo aus fo 
Xheilen, wie viele Wurzeln oder Factoren die Gleichung 
| ABA +C®: -D® =o 
hat. Iſt a-+R ein Factor der Gleichung, fo wird e°" de 
ſprechende Theil des Integrales feyn. 


Zuſatz a. 


4— 1119. Es wird nämlich dieſer Theil das Integral 
Gleichung 


| ay +3 Io 
feyn. Wenn daher 
A+BA+C® -D® =(a+r)(b+R) (c+: 
ift, fo beftimme man die Werthe von y aus den einfachen Gleid 
d 
y+.=o, y+l=o, y+2=o 
und wenn diefe y=P, y=Q, y=R find, fo wird das Jut 
der vorgelegten en ſeyn: 
=ıP-+- BR + € R. 
| 3ufas 3. 
ſ. 1120. Wenn zwey Wurzeln einander glei find, 


= a, fo betrachte man die Differenz derfelben als eine verf 
dende Größe, indem man B=a-t-w fest, und weil dann 


ef x — EX, EX — es (ı + x) 

iſt, fo iſt einleuchtend, daß man ſtatt Ae*' + Be” * ſchreiben 
Velt 1 Betr et! (AB); 

und wenn alle drey Wurzeln einander gleich find, namlih «=: 


ze 501 m 
beß man die Gleichung 
3dy 3d2y en 


rt adx + Far aadı? + an * 0 
;» fo- wird, wegen an das. volftändige: Zetegral⸗ 





n: | 

TEA 4 BSH ex) all 
— Bufaßa 0 m oralen 
, si . Werden zwey Wurzeln imagindt , fo daß J 


1 ‚ya 
nt V —ı, und ES ven 
» fo muß man flatt Ae* BeP* fchreiben: “ 
bhx (MettY - WeTrtna),. 
Icher Ausdrud auf folgende Form zurücgeführt wird: ' 
et (A cos. vx + 8 sin. vx), 


EN 
...nI 7. 


Xnmerfun g 1. * F 

$. 1123. Erfordert gleichwohl die vorgelegte Sleihung , eine 
eyfache Integration, bevor 'man zu einer endlichen Gleichung zwifchen 
und y.gelangt, fo find wir dennoch durch eine einzige‘, einer Kater 
ation nicht einmahl ähnlich fehenden Operation zu diefem Ziele ger 
ange. Wir Haben nämlich gleichfam durch ein glüdliches Errathen 
re Formel gefunden, welche eine particuläre Auflöfung unferer Glei— 
ung darboth, und haben dadurch drey foldye Formeln zugleich ge: 
nden. Ferner hat und die Natur der Gleichung felbft belehrt, daß, 
Bun die einzelnen Werthe y—=P, y=0Q, y—=R Genüge leiften, 
ıd) die aus ihnen zufammengefegte gormel „= AP+- BO CH 
enůge leijten müffe, und wäre dieß nicht bequem gefchehen, fo hätten 
ir auch aus diefen drey Werthen nichts weiter folgern fönnen. _ 

Nach diefem Princip wird man alfo im Allgemeinen folche Dif: 
renzialgleichungen, von welchem Grade fie auch feyn mögen, gleich: 
im durch eine einzige Operation fo auflöfen Fönnen ‚ daß man ſegar 
as vollſtaͤndige Integrale derſelben erhaͤlt. 


Unmerfung 2 . 
$. 1 123, Weil man die SEEN des dritten Orades 


dsy 
Ay+BZ +05 D == 0 


dx x3 


mm 002 m 


+ 


vom wievieliten Grade die Differenzialgleihung ift, und weil jede der- ' 
felben eine willfürliche Conſtante aufnimmt, fo erfcheinen im Integrale 
eben fo viele unveränderliche Größen, wodurch diefes zum vollſtaͤndigen 
erhoben wird. Daöfelbe erfennt man auch fehon an der erſten Form, | 
in welcher eben fo viele Zutegralzeichen vorfommen, on | 


Z u a 
$. 1108. Wird dad Element dx als underaͤnderlich anseſcha 
fo ſtellen ſich die vollftändigen Integralien der folgenden, nach der ge: 
woͤhnlichen Bezeichnung ausgedruͤckten Formeln auf nachſtehende Art bar: 


1. Wenn dy=Xdx ift, fo wird | 
y=/Xdx; 

I. Wenn d? y — Xdx? iit, fo findet man 
1ı:.y=x/XAdx — fXxdx; 
HI. Wenn d’y = Xdx? ift, fo erhält man 
2.y = x"/Xdx — ax/ixdx + SXxtdx; ER 

1V. Wenn dy=Xdxt ift, fp wird 
6.y = x’fAdx — 3x’/Xxdx 4 Ir/Xx’dx /Rade, 






V. Wenn dy—=Xdx’ ift, fo wird vr 
24. xXdx — 4x?/Xxdx-t-6 x"/Xr’dx — ax /Kxtdx —* 
u. ſ. w. 


| Anmerfung. 
$. 1109. Die Formeln aber, welde wir oben an die zwegte ' 
Stelle gefegt haben, und welche die Zunetion y enthalten, laſſen ſich 
nicht integriren, wenn ſie den zweyten Grad überſteigen. So kann 
die Formel r=Y aus der dritten Ordnung, obgleich wir wiſſen daß 


vr. Pda _ ada _ da 

dy dp dx 

ift, doch auf Feine Weife integrirt werden, und daher laͤßt ſich aud A 

hieraus q nicht durch y beflimmen. Denn nehmen mir die Kom 1° 

pdq = Ydy, wobey pdp=qdy ill, fo werden wir wegen 

= Yay finden | 
pP dq 


rYd.g 
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ıd daher durch Elimination von p: 

2 2 

ta d. dq I giy, 
eiche Gleichung zivar vom zweyten Grade ift, Feineöwegs aber im 
Igemeinen die Integration zuläßt. 
Die Formel s==Y auß der vierten Gattung fann, weil 
Ssdüy=pr — :q = /Ydy 

‚, zwar ein Mahl integrirt werden, allein dann fann man nicht mehr 
iter gehen.. Jene einfachern Formeln aber, welchen wir oben für 
ven Grad den letzten und vorlegten Plag angewiefen haben, Iaffen 
h behandeln, und wir wollen daher verſuchen, fie zu integriren. 





Aufgabe 143. 

$. 1110. Sey, wie bisher, dy = pdx, dp — qdx, 
= rdx zc., und jeder der Buchſtaben Y, P, Q, R 
IT eine Function von der, mit dem gleihnahmigen 
einen Buchſtaben bezeichneten Größe vorftellen; 
an beftiimme die Integralien folgender: einfaden 
ırmeln: 

p=Y, a=P, r=Q, s=R, t S, ꝛc. 


Auflöfung. 
Die erfte Gleichung gibt, weil p = = iſt, fogleich 
ax — I, folglich x -/% 
| | dp: 
Die zweyte Gleichung g=P gibt, weil q = 77 iſt: 
d 
dı= ud dy= 


d da P eine Zunction von p bezeichnet, fo wird jede der Weränder: 
yen x und y durch p auf folgende Art beftimmt: 


d d 
= /? und jr | 
da 


Aus der dritten Gleichung r—=Q findet man wegen r = 7 


d 
dı= T afo qdx = dp = 


— 204 m 


dq fadaq 
x — und | 
-/% Zu rn 


wird, und hieraus — wir 


ſo daß alſo 


d de d 
dx=d 14, folgli — 


Es wird demnach jede der Veränderlichen x und y durch diefelbe 
Variabele q fo beftimmt, daß man erhält: 


x =/X und y= ?. 12. 


Aus der vierten Gleichung = A= ;- - findet man dx =T 
und hieraus ergibt ſich J 
rdr 
ge, alſo ga! m 


Die Oleihung qgdx— dp gibt ferner 


dr rdr dr f rdr 
dp= =/3 „alſo pP IT IE 


und weil pdx — dy ift, fo werden wir erhalten: 


\ dr dr rdr 
e dy — I R/ ir’ 


und demnach finden wir die beyden Hauptgrößen x und y durd r 
ausgedrückt, mittelft der Sleichungen 


[3 SE =/= 
x=j— nd = / 


Wird die fünfte Sleihung t=S auf diefelbe Art behandelt, ſo 
findet man 


fe m fEfEfef 


und ſo kann man nun ohne Anſtand weiter fortfahren. 


Zuſatz ı. 

F. 1111. Aus der zweyten Formel ſieht man, daß, was zwar 
für fih Far if, y=/pdaP = Pp— /Pdp werde, wenn x ein 
Function von p bezeichnet, fo dag x—=P ift. 
| Zuſatz a. 


$. 1112, Iſt aber x=Q, alſo dca—=dQ, fo wird man 
finden: 
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qgqdx=dp=qdQ md p = ygdQ,, und daher 
y=Js4QsgiQ oder y=QsgaQ — SgQdR; 
oder, da auch y=/IQ(gQ — SQdg) iſt: 
y=:499%+:/%dq — QyQdg, 
27 — 64 — 20/Qdg +/Wdq 
Zuſag 8. | 
G. 1213. Auf ähnliche Art wird, wenn x=R ift: 
q=/rdx=/rdR, p=/qgdx = SdR/rdR un 
y = fpdx = SdR/dR/raR, 
oder nach dem vorhergehenden Zufage : 
ay=/dR(R?r — aR/Rdr + /R?dr); 
folglich durch ähnliche Reductionen: 
6y=R'ir — 3Rr/Bdr + 3R/Redr — /Redr. 


Zuſatz 4 
$. 1114. Iſt aber x8, fo wird man durch Ähnliche Reduc- 
tionen erhalten: | 
45y == Sts —45°/Sds +68? /S?ds — 45 /S?ds S?ds, 
ud daher, wenn man mittelft wiederholter Differenziation zurüdigeht: 
4pdS=48°d$S— ı2S8?d4S/Sds-+ı125dSyS?ds—4dS/S’de, 
der 


oder endlich 


6p = S!s — 38: /Sds + 3S/Sds — /S’ds um 

‚aqg = Ss — 25/Sds +4 /S?ds; 

ann aber ift 
r=Ss — /Sds uud s — Re. 
Aufgabe ı44. 

F. 1115, Die bisher gebraudhten Bezeihnungen 
ebalte man bey, und fuche die Integralien folgem 
er einfacheren Formeln: 

g=Y; rar; s=0; t—R; ı. 
Auflöfung. 

Für Die erjle Sormel g=Y erhält: man qg= er, es iſt 

emnach 
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pdp — Yay und p? == afYdyy alfo 
p= Vı/Ydy = Z, folglich iſt 


vV:fYiy z/Yd 5 
wodurch man eine Gleichung zwiſchen x und y erhält. 


| dq. 
Sür die zweyte Formel r—P werden wir, weil r = I 








dp 

finden: 4 a 

| pdp p 
 qgdq=Pdp um qg = V2/Pdp =, u 

und hieraus folgern wir 
U 'pdp 
x und y= . 
ar Va/Pdp 


rdr 


Für die dritte Formel s—= Q wird, da s=m Ta iſt: 





r = Ya/0Qd 13, folglich 


p= gdg 
Vi/Idg 
Da aber r = Zi it, fo wid dx = Vor Ta un 


dq 


wegen pdx == dy werden wir erhalten: 
= und y — _dq _ > adg 
VofaQı Va/Qdge/ VafQdg 


BEL ul . . sds. 
Für die vierte gorm t=R erhalten wir, weil v= —H 


die Öleihung s = Ya/Hdr; es ift aber —E m , und daher wir 

dx = — — 

Va/Rd 
rdr . . 

Sms =, und da p= /qdx iſt, fo wird 


= el 


woraus y=/pdx gefunden wird. Es werden demnach x und J 
durch r fo beflimmt, daß 


dr . 
x I- wird, 


Va/Rdr 











dr. 
=; weil aber auch ⸗ = ift, fo finden mt 








362 zum 


fe dr. rdri co... 
% * = Se Se VofRar J 


Für die fünfte Formel 18 erhalten wir, weil u Ai! iM: 


= ya TSu=l, alſo dx= ds 





— 
Es iſt aber auch | | * 
sds, N sds _ | 
73 alſo Va/sas” ferner B 
q /rdx, p = Sqdxz, arte, N 
ıd hieraus finden ir demnach = 
* — 
— 
ds 


= * ds VOCEe Vs: — 
-Anmerfung. 


F. 1126. Dieß find die Fälle, in welchen man die oben aufge: 
ihlten einfachern Formeln integriven kann, und ich fenne feine Me⸗ 
ode, nach welcher fich die übrigen behandeln ließen. Weit feltener 
och find die auflösbaren Bälle bey noch zufammengefegteren Formen, 


. „day . 
ꝛy welchen der Quotient en einer Function zweyer oder mehrerer 


eränderlichen Größen’ gleich ift, und wegen der Vefchränftheit diefer 
Raterie Pönnen wir diefem Abfchnitte nur noch einige wenige Lehren 
enfügen. Die allgemeine Form der Gleichungen aber, welche ſich 
ach den biöher gefundenen Maboden behanden laſſen, iſt folgende: 


Ay+B.Z+c.ZT+rD.Slr...=o, 
oben das element ax als conftant betrachtet ift, und welche, wenn 
dy=pdxs, dp=qdxs, dq=rdx, ı. 
jefegt wird, auch auf folgende Art dargeftellt werden kann: 

Ay—+-Bp+Cq+Dr+-E+...=o. 


Es find ferner aber auch jene Gleichungen auflösbar, welche ent⸗ 
yalten find unter der allgemeineren Form 


Ay+Bp-+Cq--Dr+Es+...=X, 
wo X eine beliebige Function von x bezeichnet 
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Es koͤnnen ferner auch die nachſtehenden Formen, welche ſich 
übrigens auf die vorhergehenden reduciren laſſen, integrabel gemadt 
werden: 


+ e + Zi ir +4. = 


und 
ääö. . . 2 x, 


deren Aufloͤſung fogar aelinge, bis zu welchem Grade fich auch die 
Differenzialien erſtrecken mögen. 

Mit der Entwicelung diefer Gleichungen wollen wir und nun 
beichäftigen. | 


. — 2090 — 


Kapitel I. 
Son der Aulhſung der Differenzialgleichungen von der Form 
a Au 5 25 X 25 > SE . Sat 


bey neigen das Element dx conftant genommen ift. 


Aufgabe ı45. 


$. 2117. Min fuhe das vollftändige Sntegrale 
‚er Se ne en Grade: 


Ay-+ BI + cn + X * = 0, 
Bey welcher das —8 F sonfant genommen ift. 


Auflöfung. | 

Da die Eoefficienten A, B, C, D conftante Größen bezeichnen, 
Bo fällt bey einiger Aufmerffamfeit von felbft in die Augen, daß die 
Bormely = —* unferer Gleichung Genuͤge leiſte; denn hieraud er⸗ 
Bit ſich: 

Subſtituirt man nun F Werthe, und dividirt die Gleichung 
harch eA, fo erhält man: 

AtAB+RCHED=o, 
oraus der Exponent x beſtimmt werden kann; und da dieſer drey 
Berthe erhält, welche wir mit a, 8, y bezeichnen wollen, fo erhalten 
ir die drey Formeln 

yze®, yo, y=e!', 
elche unſerer Gleichung Genüge leiſten. 

Es erhellt aber aus der Natur der vorgelegten Gleichung, daß, 
enn ihr die Werthe y=P, y=0Q und y=R Genüge leiſten, 
uch durch eine beliebige Verbindung diefer Werthe der Ausdrud 

y=ıP+-BQ CR 
am Ziele führen werde. Wir erhalten demnach aus den drey gefun- 


ds 
2 xz; — 13 Ax 
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denen Formeln folgenden ganz allgemeinen Ausdruck, der der v 
legten Gleichung eben fo gut‘ Genüge leiſtet: 
ya Ye“ + Ber* + Cer*; 
und da dieſe Form die drey willkuͤrlichen Conſtanten A, B,C 


haͤlt, ſo wird ſie in der That das vollſtaͤndige Integrale unſerer 
gelegten Gleichung darſtellen. F | 


Zuſatz ı 
$. 1118. Das vollftändige Integrale befteht alfo aus fo ı 
Theilen ‚ wie viele Wurzeln oder Bactoren die Gleichung 


A-BALC® 4 Das =o 
hat. Iſt a 42 ein Factor der Gleihung, fo wird e?* da 
ſprechende Theil des Integrales ſeyn. 


Zuſatz = 


N 1119. Es wird nämlich dieſer Theil das Integrale 
Gleichung 


ay + * = 0 
ſeyn. Wenn daher 
A BIA Ca -D® ( 3) G ) (e+? 
iſt, ſo beſtimme man die Werthe von y aus den einfachen Gleichu 
| d | d d 
y+z= by 77 == = 0, y+z=0% 
und wenn diefe y=P, y=Q, —* ſind, ſo wird das Jute 
der vorgelegten m ſeyn: 
—AP-BQ- ER, 
| 3ufasß 3. 
$. 1120. Wenn zwey Wurzeln einander gleich find, | 


B=a, fo betradhte man die Differenz derfelben als eine verld 
dende Größe, indem man B=a--w ſetzt, und weil dann 


ex — gaX , ger — ER! (ı Lux) 
ift, fo ift einleuchtend, daß man ſtatt Ne** + Ber * fchreiben m 
Vet 1 Betr et! (AB); 
und wenn alle drey Wurzeln einander gleich find, nämlich a=Bß: 


zum 0501 mm 


ödy 3dey nd 
rt adx + ae adız + I. =o 
it, ſo wird, wegen a=ß=y=—a, das. -vollftändige: Sategrale 
gn: 





| J + Bx + Ex). a . la! 

I Bufapa 0 tn hoben 
—J . Werden zwey Wurzeln imagindr ſo daß 
Bi’... Ya 

nt vv—ı, und. B= PEN ei 

E, fo muß man ftatt Ve” Bert fchreiben: EEE 22 


no  ehX (NerkVTi Wer rriäi),. 
elcher Ausdruck auf folgende Form zuruͤckgeführt wird: 
e“ x (Ucos.vx + sin.vx) ' 

ne Ynmerfun g 1. 6 Bw " 

$- 2122. Erfordert gleichwohl Die vorgelegte Gleichung eine 
eyfache Integration, bevor man zu einer endlichen Gleichung zwiſchen 
und y gelangt, fo find wir dennoch durch eine einzige, einer Jute⸗ 
ation nicht einmahl ähnlich fehenden Operation zu Diefem Ziele ger 
ngt. Wir haben nämlich gleihfam durch ein glüdliches Errathen 
te Sormel gefunden, welche eine particuläre Auflöfung unferer Glei— 
ung darboth, und haben dadurch drey foldhe Kormeln zugleich ge: 
nden. Ferner bat uns die Natur der Sleichung felbft belehrt, daß, 
kun die einzelnen Werthe y=P, y=0Q, y=R Genüge ldften, 
ich die aus ihnen zufammengefegte Formel = AP+-BO-HER 
enuge leiten müſſe, und wäre dieß nicht bequem gefchehen, fo hätten 
r auch aus diefen drey Werthen nichts weiter folgern fönnen. | 

Nach diefem Princip wird man alfo im Allgemeinen ſolche Difz 
eenzialgleichungen, von welchem Grade fie auch feyn mögen, gleich: 
m durch eine einzige Operation fo auflöfen Fönnen ‚ daß man ſegar 
a6 vollſtaͤndige Integrale derſelben erhält. 


Anmerkung2. 
$. 1 123. Weil man die le des dritten Orades | 
Ay-+ —V 


15 
G 
—I=o 


«dx3 
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im Allgemeinen aufloͤſen konnte, ſo daß das wollttadie Amegraed 
ſelben gegeben wird durch die Formel 
| yet + Bet + Cerꝛ, 

bey weicher die Größen a, B, y die Wurzeln der Fubifchen Gleiche 
. A+BA-H-C® LDV® —o 
bezeichnen , fo werden wir hievon auch bey andern Gleichungen, « 
welche fich jene zurücführen läßt, eine nügliche Anwendung mad 
koͤnnen. 

Zuerſt aber laͤßt ſich jene Gleichung durch Hülfe der Subftitut 
. y=e/Sedr quf eine Differenzialgleihung | des zweyten Grades rel 
eiren, denn man erhält: | ’ 


dy d2y du 
7, = er; Fer (+ u? und 


d’y 3udu 
1; = udxz 3 
dx es (7 + dx +®), 


fo daß man durch Divifion mit efadz fofgende trandformirte Gleich 
findet: 


A + Bu Cu +Dw+ez+BBun + Dir 
welcher, weil u = I ift, folgendes Integrale entfpricht: 





aUel! 1 8BeP" + yCe?* 
Ye WEL! 
Dieſe Gleichung wird ferner auf den erften Grad zurüdgefüft 
wenn man dx = feßt, denn da dad Element dx conftant g 


um 


nommen wurde, fo wird . 
dtdu 


* 





tdu — dtdua = 0 oder du = 

feyn, und daher erhält man ' 
. du du tdt 

iz = t und Fer} = Aut 

wodurch man alfo folgende Differenzialgleichung des erflen Gras 

findet: 

A-+ Bu- Cu: + Du + t(C-+3D Dt, 

deren Auflöfung demnach in unferer Macht flieht; es kann naͤmlichd 

Werth einer jeden der beyden Veränderlichen u und t Durch diefel 
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:iable x auögedrückt werden. Denn da y durch x gegeben iſt, fo 


, erſtlich u — ſeyn, dann aber t u? = * ‚ weil 


—=t if. Wird daher für y der oben gefundene Werth ſubſtituirt, 
ird man erhalten: 
um — 
KT L Bet Lie! 
et u _ Fu + aD rt 1 
Yedkı Bet Ge?“ 
n nur a, B, y die Wurzeln der Gleichung 
A+-BR+HC® LDUV So 5 
muß aber bemerft werben, daß jene Gleichung, wenn 
= z gefept wird, folgende Form erhalte: 


A+Bu-+z ze (C+D) +DAe—w)=o, 


he viel allgemeiner zu feyn feheint, als jene. Gleichungen dieſer 
tung, welche wir oben behandelt haben, und die, weil ed nicht 
feyn wird, fie nach den befannten Methoden zu integriren, dußerft 
rt aufgelöft wird, wenn man 








| d da 
\ u I_ nd 3 I 
, ydx ydı? 
, denn dann wird 
d’y dy? 
du =, — 0: und 
3 2 
iz U dyd2y 


ich erhält man 
ds ydsy — Aydıy 





auge im 
_ yd2y — dy?2 
2 — u? — — y?dı? ’ . 
auf diefe Art findet man die Gleichung 
Bdy , Cd2y , Ddyd2y  Dydsy— Ddyd2y 
rt 80, 


| dy 
A -B. +6. 0. so ‚ 
n Auflöfung wir ſchon nachgewiefen haben. 
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Base Zr ee I SE eefung Bote und 
ga 104 Jone Differenzialgleichung des erften Grades 
piacꝑp tdu ‚(e+3Du) + du (A +Bu + Cu: + Du’)=o 
deren Zutegrale wir bereits gefunden haben, verdient € einer noch fig 

fältigern Entwicelung. 
Zuerſt hemerden wir, daß fe integrabel werde, wenn man 
durch den Ausdrud 
Dt°-+Di? (B Fact Wu) + +3Du) (A+But Cu: +Da) 
ya + But cu +Der 
dividirt, und hieraus fliegen wir, 4 auch die Gleichung 
Dzdz — Du?dz.-+ zdu.(Ci4H- Du) + du(A + Bo) = . 
integrabel: werde, wenn man fia durch den Ausdrud - --; at 
D?z> +-Dz? (B tete [AC--WBAD-+-BC)a «(BD +) 
+4A® + 2ABu+ (AEB) u —- (AD-+- BC) 
dividirt. Sept man nun in beyden Faͤllen den Divifor = 0,f | 
Btöfer ein pärtieuläres Integrale, und da t oder-z' dety Warthe erhi 
16 wird jedet derfelben ein particukired Integrale darſtellen. 
Es wird ſich demnach der- müpe lopnen, im n Ailgemeini * 


eidg 
yday-- yPdx + Qdx=o 
aufzufuchen,, welche durch die Divifion mit dem Augdrude, u 
‚ PL” +My+N 
den Charafter der Integrabilität erhält. Durch die oben aus einande | 
gefegte Operation aber findet mans- 
dL = 2Pdx; dM—=PLdx+3Qdx; ul 
dN=.20QLdx nd PN— QM= oo; | 
und hieraus ergibt ſich: u 
Pdx=;dL; Qdı = an. 



















ah - J 
*u 
du = :LdL-- = ‚und 
P 
MdN Wuar, 
NdL= = oder M = IN“ 


Wird diefer Werth dafelbit fubftituirt, und.dN conftant gem 
men, fo findet man: 
3dN = MdLdN +HaNME&L + 2NLalz, 
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weiche Gleichung durch die Multiplication mit AL übergeht in 
| SdLdN = .d. NLd La. 


Allein bequemer, und zwar nach einer ganz befondern Methode, 
verden jene Gleichungen aufgelöft, wenn man Ä 


N=a2Z md L= — 
dz 


ehe; wird daher das Element dz conitant genommen, fo findet man: 
242° ZZ + d242 und 


Mr alſo am 


3dN _ dZdZ 
LdL +77 > — 4342d2, 
Heli Zu 6badz’, und daher 
Z = az? -L 32° 4,245; 
7. 


Pdx - 7 und Qdx en aZdz. 


Nimmt man daher Z= az’ + Bet H ya +5, fo wird die | 
Heichung | 


ydyty. Zt aZiamo 


Megrabel gemacht, wenn man fie durch den Ausdruck 
12 2EZ 
"try. nt? amt. ar 
vidirt. Laßt ſich überdieß Z in Sactoren auflöfen, fo daß 


dy-+ydz(@a+ß+y+32) +d2 (a +) E+)Y+D)=o 
ie vorgelegte Gleichung it, fu wird der fie integrirende Divifor fen :, 


+ @ +2) +9] Ir +c+9IG + I +BrDILr+Z] 
eflen jeder Sactor, wenn er = o gefeßt wird, ein particuläred ns 
sgrale gibt. 

Aus einem jeden folchen befonderen Werthe aber findet man auf 
ine mehr gewöhnliche Weife dad vollfiändige Integrale, wie folgt. 


Dan fege 
yar- act 64 
D erhält man: | 
vdv +4 vdz (+ 2) — dv(a-+ 2) ern = 0; 
einer fy dv= pdz, fo wird 
pa to +» 


. Pptytz 
Euler's Integrafrechnung. I. 30 


vv 
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werden, und es wird durch Differenziation und durch die Gubfliteiien 
dv pdz folgende Gleichung zum Vorfchein fommen: ” 
Pat) EIG +)= | 
=dı[P +@r ——- + — Jr —R) Br 
woraus man die abgefonderte Gleichung 
dz _ .dp 
@+29e+90+9  PE+YI-dE+7— A 4 
erhält. 














Aufgabe ı46. 


$. 1125. Das vollfländige Integrale der Differem, 
zialgleihung eines beliebigen Grades 0 


= J | 
AytB. , rec. C5. 341 46 


bey Beiden das Element dx conftant genommen iR, 
zu finden. 


Auflöfung. 
Es iſt einleuchtend, daß auch diefer Gleichung der 
'y= eNx Genüge leiſte, denn weil hieraus | 
d d? dSy 
= — ie = = Atel%; = — Aed% 
und allgemein 


day n 
da mu 


Ax 
folgt, fo wird man mach gehöriger Subſtitution, und nachbem 
durch er! dividirt bat, auf folgende Gleichung fommen : 
ABA - CC” - DU HEM L...=o, 
woraus der Werth von A beitimmt werden muß. Es wird demn 
die Größe ° eben fo viele Werthe erhalten, von der wievielten Orduug 
die vorgelegte Differenzialgleihung ift, und jeder derfelben wird N 
Gleichung Genäge leiſten. Bezeihnen wir dieſe Werthe durch a, Br 
Yr 8..., fo werden die Bormeln 


i 


y=Xet, = Beba; 7 Ceꝰ; « 
zwar nur partieulaͤre Integralien feyn; allein es leuchtet aus der Ne 
unſerer Gleichung ein, daß jedes Aggregat von beliebig vielen di 
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eribe, folglich and) dad Aggregat aller dieſer Werthe eben: ſo venas⸗ 
ſten werde. Da alſo das Aggregat aller Werthe 
y=XUot 4 Bot + ET Det 4.. | 
m fo viele willfürliche Eohflanten A, 8, C, D, ꝛc. enthält; ade. 
e . Ordnungserponene der vorgelegten Differenzialgleichung anzeigt/ 
laͤßt ſich wohl nicht zweifeln, daß dieſer Ausdruck das geſuchte voll⸗ 
indige Integrale iſt. 
Die A fey vom nten Grade, fie fey naͤmlich 


d da 
y+B.2+0.22+D. Zte+N; = 
"wird das linie Integrale derfelben aus n Theilen beitehen,. 
Ihe aus der Auflöfang der algebraifchen Gleichung des nen Grades 

AB - CU Da +... +Nm=o 
ſtimmt werden müſſen; ed werden närhlich die einzelnen einfachen 
toren diefer Gleichung jene Theile geben, fo daß, wein «= % 
er diefet Factoren iſt, aus dieſem der Theil Ne” des Integraled 
fünden wird, welcher Zheil-offenbar durch Die Integration der. eins - 
ben Differenzialgleihung 

0m | 
halten wird. Auf ähnliche Art findet man durch Werbindung der 
ey Factoren 

(E — iVG —- V - G - B) | 
1 Theil Aenx 4 Wett des Integrales, umd diefer iſt zugleich das 
tegrale folgender Diflerengialgleihung des zweyten Grades: 


4 - 6 a 
Altgemein, wen | 

 a+tbra tc® + f® L...=o . 
Factor jener algebraifchen Gleichung ift, wird aus dieſem muge⸗ 
et die Differrtialu ichurs 

de y dsy 

48 46 Ip... =o 
Hidet werden, und wenn y=P das vollſtaͤndige Integrale diefſer 
erbung iſt, fo wird eben dieſes ein Theil des Integrales unſerer 


velegten Oleichens ſeyn. 
20* 
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Auf diefe Art wird man aljo aus den einzelnen Factoren 
algebraiſchen Gleichung 
A-Ba Cu - D . .. Nemo 
die einzelnen Theile des geſuchten Integtales ableiten, fo daß t 
nach die ganze gechnung bloß auf der Auflöſung dieſer Gleich 
beruhet. 
8 u f aß 1. 

“ $ 1126. Wenn alfo alle einfachen Faetoren jener algebraif 
Sleichung reell und zugleich von einander verfchieden find, fo hat 
Integration gar, Feine Schwierigkeit; denn wenn f+- 8X ein fol 


einfacher Factor iſt ‚ fo iſt Ye 8 der hieraus entſpringende Theil 
Integrales. 
Zuſa $ 2. 
9. 1127. Sind zwey einfache Factoren einander gleich, ober 
E + ER)" ein Factor jener Gleichung, ſo iſt der hieraus entſp 


fx 
gende Zeil des Integrale =e 8 (A-- Br). 
Iſt der gBärfel + —2* ein Bactor, fo entfpringt aus die 


der Ausdruf e 8 (A 4 8x 4 Cx2) als Theil des Integral 
und dem biquadratifchen Factor (f -- gA)* entfpricht ein Theil 
der Form ex 
OT 4. Bx 4 Cx⸗-4 DE), 
und ſo fort fuͤr jede beliebige Anzahl gleicher Factoren, wie ſich 
$. 1120 folgern laͤßt. 
2 ufaß 3. 

$. 1128. Kommen imaginäre Bactoren vor, fo erhält mand 
Verbindung zweyer derſelben jedesmahl einen reellen trinomiſchen 
tor der ſich unter folgender Form darſtellen laͤßt: 

f? + 2fgr cos.2 + ga, 

und hieraus folgt: 


nm — , (con. 2 + V— 1 sin. ); 


vergleicht man dieſen Wenh mit $. 1121, fo wird 


— fcos.£ 


f 
„sn — und yo find 
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Es wird demnach der aut: einemn⸗ſolchen Factor entſpringende 
Hl des Integrales die Form haben: 
— fx cos. . 


(Gin ur le u) Du 


8uſatz 4 0 
$. 1129, Erſcheint dus. Quabrat eines ſolchen Auodruee, 


alich | 
(fr + 2fgr cos. € 4 —8* | 

er den Factoren, oder find zwey ſolche Zactoren einander glech, 
yetrachte: man dieſe als unendlich wenig von, einander verfchichen, 
aß in dem einen die Größe — (1460) act = geſchrieden wird, 
rhaͤlt man, weil een: 
— fx cos. & : ‚fx coꝶ. 


((+%) — fx 
=e :8 (1: 02), 


, 
nn 
B 





»„- Aa Ey 25. 


© . 
i 

‚fx sin. fx sin. & (a +0) = co, fx 7 | ofz m 3 ein, — 
_. on . - oo 


fx sin. & ofx sin. ofz sing Sos) fx.sin. & 


urn FREUE: 


aus Diefem Factor folgenden zu des —* 


A⸗ u cos. 
@ fx sin. [J f X sın. E 
« gin F 





X’ cos: x sin, GG 
fx cos. t Be EL A⸗ 
s | fx si ufre fx si 
+ DU sin. sn. — BU, „tz cost sin. 
5 — 8 8 
ofx sin.& fx sin.t 
BI — 005. —— 
* 8 5 
welchem der erftere Theil addirt werden muß. Zu diefem Zwede 
len wir die conftanten Größen zufammenziehen, indem wir  ,, 
Xit-W= 6; 
BV—=5; 
_ Wof cos. & + B’of sin.c — G un 


8 
Aof sin. B’of cos. 
« H 


m— — ———— —— — — 
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feben, woraus fh jene Eonftanten wirklich beflimmen Io, u ef | 
öntfprechende Theil des Integrales! wird feyn: 





‚fx cos. ir ent 
e x [e» og, 6492) in, 
| e 
Anmerfung. h 
$. 1130. Wir wollen nun die ganze Methode, die Jutegtil 
> der Diferenisgleigungen von der Form ia 


ds dey ! 
ArHBı 2 +c. 2740.72 4..+0. el 


gu Anden, furz auf folgende Art zufammenfaflen : - Dan freie | 
folgendes Schema zeigt 4 





. ſchreibe man | 


fo daß man die algebraifche Gleichung Fi 
. A+Bz+C22+-Dze’ + E#+...+Ne=ot 
erhält; ferner notire man die einzelnen reellen Factoren, ſowohl 
einfachen als auch die quadratiſchen, und bemerke ſich überdieß die Kl 
gut, in welchen zwey oder mehrere diefer Factoren einander gleich fi 
Welche Theile dann für das gefuchte Integrale aus den einzelnen $ 
loren entſtehen, kann man aus folgender Taſel erkennen: 


— 311 em 





. 0 | | | nn 
a 
Sul xy 9 G⸗ + “9 + so] 


y 3. 3 62:2 + 2'000 2338 4 ,J) 


3-309 x) — 


Terz OD HR) 
zu (ag + R 


| ° (42:9 + > 's09 2378 + ,)) 

wo @&+R) — 2 Js + j 

3; 9 u ü 

G uis 2 u. u 2 us Fu x) 3 ® 004839 + 2'800 2335-4 4 
2 aa ++ 3040 | ‚a9 +93) 
Es +9» 

(23 + ») 

23-43 





| 

| 

F | 2'809 x3 — 
| 

| 


P — 
namelrmle® Ar 31196% . 244444 0 


> 
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Man muß aber für die cinzelnen Factoren verſchiedene Bude | 
den zur Bezeichnung der Conftanten ſchrriben, um das Integrale gat 
vollſtaͤndig zu erhalten. 


Beyfpiel 

$. 131. Man beffimme das vollfiändige Inte 
grale der Differenzialgleihung ve. vierten Gradesd: 
2 d⸗ ad’y 

ie Is 243 „= 
Wir erhalten ie die ie elgebraifie Gleichung: | 

ı— az — 222 — 22’ - at = 0, 

welche in die Factoren (1 — 2)? (1 + 2?) zerfällt wird, deren erſterer | 
wegen f= ı und — ı den Theil (A + Bx) er des Integre | 
led gibt; der andere Factor aber gibt, -weil f=ı, cos. 2 o, 
ge=ı und sin. 2=ı iſt, Acos.x-+-Beinx. Das > gefuchte vor 
fändige Integrale wird demnach) Ä u 
| Ye AHB)E + Cox Dainz 
fepn, und enthält vier willfürliche conftante Größen. Wollen win | 
daß y=o für x=o werde, ſo muß A + € o werden, und ſol 


222* 



















in eben dieſem Falle au < * verſchwinden, ſo muß „weil 
dy 
YLats ren ee — Csin. x + D cosx 


, . . d?y 
ft, A-B4-D=o werden. Soll überdieß auch I verfchwin 1 
‘den, fo muß, da 


= AH2B 4 Bay) er — Conx— D ein.x ij 
A—2B—Co0 fon. 
Diieſen drey Bedingungen werden wir daher Genüge leiſten, wen 
wr CE =—X, B=— X und D=o fegen, fo daß 
y — A (a — x) er — %cosx 
das Integrale iſt. 
Beyſpiel2. 
—9. 1132. Die Differenzialgleichung bes vierte 


Grades 


Ay +cZ Z+ED=o, 


t 
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ep weldher dad Element ur eankant genommen if, | 
u integrirem 
Die algebraifche Gleichung, welche und zum Integrale leitet, # 
A-C#--FEz#=o,. 
md dieſe Gleichung hat immer zwey reelle quadratiſche zachirm, N bie 
(a? + zmaz ae tn) (ae — 3maz + a, ober 
ta) tan 
Aus der erfiern. ergibt ſich 
Ama; C 2n022 — meet; E=zn; 
md der Tehtern aber _ : 
Ama; late E=nn 
mmer aber fann man daß erfte Glied A durch das Biquadrat at dar⸗ 
tellen, und ed findet die erſtere Auflöfung Statt, wenn E eine pofitive 
zahl bezeichnet, und auh zna? — C oder ayAE — C' pofitiv, 
fo AAE> C ifl. Die zweyte Auflöfung aber findet Statt, wenn 
447 ill. 
Man hat alfo darauf zu fehen, zu welcher Glaffe die einzelnen 
sactoren gehören, und eö werden fich demnach folgende Fälle darbiethen : 
I. Sind alle vier einfachen Factoren reell, fo wird. 
A-+ Ce - Ez = (a-+z) (a—z) (b-+z) (b— 2) 
eyn, und man wird die Sleicung 
eby— air ST 
rhalten, deren vollftändiges Integrale 
y= Ye — Be. 4 Ceb" 4 De-b: 
R. Wenn aber ba ift, fo wird der Gleichung 
J 2 42 
a? y— er Free Q 
a8 vollftändige Integrale 
= (A+-95x) ee L(E + Dx) * 


dıy 
de — 


jugehören. 
IL Sind zwey einfache Bactoren reell, die beyden andern aber 
inaginaͤr, fo wird 


A+Cz + Ez=(a+z) (a —:) (br 2). 
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fegn ‚hd: man erhalt die Gleiching ER 
ehe ih 


welcher der Ausdruck 
| yore Ber c bxA D ui bx 
als vollſtãndiges Integrale jügebört. 

1. Sind alle einfächen Factoren Papa fo mir wei 
entwickelt werden: | 

ı) Wenn 

A+Cz-+ Ei we @ + ”) 
ift, woraus fi die Gleichung 
by (a +») I st +5 — 

ergibt, und dieſer entſpricht das vollſtaͤndige Integrale 
7* A cos. ax + ® sin.ax + € cos. bx + D sin. bx, 
| a) Wenn 
A-+Cz2? + Ezt = (e--2az2 cos. 242) (wann nit 
| iſ ſo erpält man die Gleichung 


232 d? 
aty — Teomaa+IT=o, 





und ihr volftändiges Integrale ift 
ysz’et* cos. (Y eos.ax sin.2 - B sin. ax sin. 2): 
te 2% cos. & (C cos. ax sin. 2 4 D sin. ax sin.) | 
Wenn aber im erftern Falle ba, im legtern aber cos. 2=0 
ift, fo entfpricht der Gleichung 


?d? da 
tn 
das vollitändige Sntegrale 
= (U+%x) cos.ax + (CE -+ Dx) sin. ax. 








Anmerfung ı. 


$. 1133. Da alfo das Integrale der Gleichung 
Cd?y Edıy _ 
° Ayr Teer die 7 dx? — 0 
angegeben werden kann, ſo werden ſich auch alle Gleichungen, welche 
man daraus ableiten kann, integriren laſſen. Dieſe Gleichung wid | 
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ver, wenn, mas fie mit ady multiplieirt, zuerſt durch Zatchrati 
uf folgende Differenziolgleichung bed dritten Grades zurückgefuͤhrt: 
Cd y? aEdyd’y—E (d 

u Ay’ Ku I + * * —_ 

Su dem vathin gefundenen: Integrale aber. koͤnnen Die. eonfanten 

rößen 4,8, €, D fo beftimmt..merden, daß diefe unveränderliche 

röße Const. verfchwindet, und wir werden demnad) i im Stande ſeyn, 

is vollſtaͤndige Integrale der Gleichung 





Const, 


Cd y? aEdyd’y — E (dyJ2 oo. J— 
Ay: +7 —A — I Tg * z.= 0 | 
zugeben. Nun fege man F 


yze/'!%, ſo daß v= Tr wird, 
ydx 
wird unfere ©leihung wegen 


dy . d2y dv. \ 
ken me (* +”) und 





dsy uf v ävdv 
rettet tr" 


Igende Form annehmen : 
avd?v 4wdv ayal 08 
Krone tn) 
Sey ferner | 
dv . dv de d v⸗ 
dx alſo IS =; 


wird man finden: 


% 

—XR 

X 

.n. - 





#v 09, und d’y sds 
dı die — dv? 


oraus man folgende Differenzialgleichung des erften Grades erhält: 
Atlen + E (2 — its 20, 


nd diefe Gleichung zwifchen v und s, welche wir aus ber zwifchen 
und y beſtehenden Nelation gefunden haben, laͤßt fich fo beftimmen, 
aß 





—9 ydey — dy? 
| 75 und En 
ird. 
Anmerkung 2. 


$. 2134. Behaͤlt man aber jeme Conftante, welche durch Inter 
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gration in die Rechnung eingeführt wurde, ben, fo daß alſo 
F— Cdy2 aEdydsy — E (d2y)% 
Ay + dx? + | dx =6G 
it, fo wird man in dem vollftändigen Integrale, in welchem y durd x 
andgebrüdt wird, die Conftanten A, B, €, D Dieter Große & send 
deſtimmen konnen. Man ſehe alſo nun 





. dy d . 
dv , „within = =u 


fo wird ’ 
d2y udu d’y udu 
| Fer = und —— = d Ay! 
folglich 
d3 dy_ u udu 


ds dy ° dy' 

Hieraus ergibt fich bie Differenzialgleihung des zweyten Graded; 
ndu u2du® 
dy dp, 
wo \ die Betrachtung des als Rnamt genommenen Elementes beſeitigt 
iſt. Es hindert uns alſo nichts, dy als unveraͤnderlich anzuſehen, 


und dann wird a , 
. * 2 „X u? 
Ay2. + Cu? + E | +) 
werden, weldye Gleichung alfo —* "integeir werden fann. 
Dder es wird, wenn wir y? — p und 12 ſetzen, und dad 
Element dp als nnveränderlich betrachten, folgende Oleichuns zum 
Vorſchein kommen: 


4p q d 2qdpd pdq? — 
Ap 44(ECAAMM2SASSCAS) 6; 


— G, 


Ay + Cu HE re 


=G. 








oder, wenn in jener Gleichung u == r* geſetzt wird: 


Ay + +4Er = 


Die Integration diefer Formeln erfcheint ohne diefes Hülfsmittel 
äußerft ſchwierig. 
Aufgabe 147. 
$. 1135. Eine Differenzialgleihung von was im 
mer für einer Ordnung 


d 
ary + mo, 


— dyi 
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bey. welden, das Element dx ale conflant. angenommen 
it, fey gegeben; man beſtimme das vollftändige In⸗ 
tegrale derfelben. 


Auflöfung. 
Die algebraifche Gleichung, welche und zur Auflöfung fähet, iſt 
an t zu == 0, 


für deren Refolution zwey Bälle betrachtet. werden müffen, je nachdem 
naͤmlich das obere oder untere Zeichen gilt. 


I. Es gelte das obere Zeichen ‚es fey nämlich die Gleichung 
—8 nz =o 
gegeben, Die reellen Factoren des Ausdruded ar 4. 2" find: 
az tn; 
a? — 2a2 con, 2°; 


br 
a — 242 COS. — 2° > 
+ 2; 


y - Us \ rꝛc. 3 
der lebte Hievon ift entweder | 
a? — 232 vn —- z?, . oder 
a — aaz co, MIR — Lz; 


je nachdem entweder n oder n — ı eine ungerade Zahl ift, und im er 
fern Falle muß man ftatt ded quadratifchen Factors a® — 2az - 22 
feine Wurzel a-- z’nehmen. 

Das vouſtandige Integrale jener Gleichung iſt demnach 


ax CoSs. — 


 „=-+te "r (id 00n ax sin. + ® sin. ax sin, ) 
ax con. 
+e e (€ cos. ax sin, #1D sin. ax sin. 32) 
ax cos. 2= 
te "(€ cos. 4x sin, = 4 5 sin. ax sin, =) 


Hin. 
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in welchem Ansdrucke Ne” das letzte Glied if, wenn in einem 
gerade Zahl bezeichnet. Dieſes Integrale laͤßt ſich auch unter Folgen 
der Form darftellen: | * 







ax COS. — 


Ae * 00. (ax sin! +-a)+ 


N - 


" dr 
ax 008, = 


a (in) 


46. a con («x sin. + e) + | 


. x cos. “ . . 
+ de "cos, (+ sin, ai + )) 
+ ss.‘ oo 6 j “ . 


welche Reihe fo Tange fortgefegt werden muß, bis wieber ahnlich 
Glieder zum Vorſchein kommen. 


II. Wenn das untere Zeichen gilt, wenn alſo die Gleichung 


day 


— 0 
dxa 


anß y — 





gegeben iſt, fo entfprechen der Formel ar — z* die reellen Factoren 
a — 2; 


. 2X 
a” — 2az cos. — + 2; 


4% 

a? — 242 608, — 2°: 
„tr; 

6x » 
at — 282 005. — + 2”; 


‘ ®s ‘ ‘ ‘ 


wo der legte Factor a z ift, wenn n eine gerade Zahl bezeichnet; 
iſt aber n ungerade, fo iſt es 


a? — 2aZ cos, —2 2°. 


Das volftändige Integrale diefer Steihung ift daher: 
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a x cos. — 
= Kein + e @ vonanin ZH Cein.az a sin. 2) 


"ax cos. 4® 


te "(dom axsin. + Ein, ax'sin. ) 


+ J eos.⸗ cos. a x ein. + Gein. —ED 


4 « 
ches Integrale auch fo außgebrüct werden kann: 


y= 4er - ße n cos. (ax in.2@ + 6) 


y diefe Reihe muß fo lange fortgefebt werden y als noch Glieder zum 
rſchein kommen, die von den Anfangsgliedern verſchieden find. 


Anmerfung ı. — 
$. 1136. Zür die verſchiedenen Werthe des Erponenten 2 aiſo 
eden ſich die Integralien auf folgende Art darſtellen, und zwar 

erſt für die Gleichung 





a”y 4* —* =o0 
I. Das Integrale der Gleihung ay 4 7 = o if 
y-= Yde-.r, 
II. Der Sleihung aꝛ y + — = 0 entſpricht das Integrale 
ion. a on 
IH. Der Sleihung a°y +1 








in 





y = Yer?* cos. (= + 4) Mi Be-.r, | 
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IV. Die Gleichung .ary + u = 0 hat dad Integrale 
Br: oo ze | 
ya Ye’? cos. (7 +a)-+ %e Y? oos. (7 + »)- 
| V. Das Integrale ber Sleihung a°y + is I=o iſt 


y = A* 00. 36° 008, (ax sin. 36° — a) + 
+ Be ar 60 720 cos, (ax sin. 72° + | 





+ — ar, 

VER Die Gleichung J +7 * *0 bat das Integrale 
axy3 
yam=X%e ° .Ge++R cos, (ax + b) 
— aıvö 
Ge ° cos. (ax ti 
u. f w. | 

J chuiiche Art entſprechen der zweyten Form 

ar Y-— * — 0 


folgende Integrationen, nach den einfachern Werthen des Erponent 
n geordnet: 
I. Das Integrale der Sleihung ay — — == o iſt 
y= der, 
II, Der Sleihung aꝛ y: — m = 0 entfpricht, das Integra 


Ä ya der + Berir.. 
III. Zur Gleichung 


aꝰ y — — — o 


dx 
gehört das Integrale 


y=!er + Be“ zax cos. (= + 0). 
IV. Das Integrale der Gleichung a* y — ** 0 iñ 


— Mer 4 B cos. (ax + b) + Ce er; 
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V. Die Gleichung y— "De = o hat dad Integrale | 
Ar: 4 Ber: co. 72° cos. (ax sin. 72° + 6) 
-F Ge „x co 86° cos, (ax sin. 36° + c). 
VI. $ür die Steigung sy — * o erhält man das 
tegrale | 


Ye 4 Berat cos. (7 4 v) 
+ ce AR op, (= ws + e) + De-»r, 


d fo kann man fo.weit fortgehen, als man will, 





Unmerfung 


$. 1137. Gibt gleichwohl die Methode, deren wir uns hier bes 
nten, die Sntegralien der unter der vorgelegten Form enthaltenen 
eichungen ohne Schwierigfeit, fo weicht fie dennoch von den Prin» 
ien der Integration gänzlich ab. Denn wenn die Differenzialglei- 
ing- von einem böhern Grade ift, fo erfordern die Gefege der Inte⸗ 
tion, daß man fie eben fo oft nach einander integrire, bevor man 
der endlichen Relation zwifchen den beyden Weränderlichen fommt, 
em bey jeder einzelnen Integration eine wilifürliche Conftante ein- 
übrt wird; auf diefe Art wird endlid; das vollitändige Integrale - 
unden. 

Hier haben wir aber das Iepte Integrale gleichfam durch eine 
jige Operation entwidelt, und zwar mit allen Conftanten, durdy 
(che dasfelbe zum vollftändigen erhoben wird ; wir haben nämlich in 
: That bloß durch Errathen mehrere particuläre Integralien gefuns 
i, und die Natur der Gleichung ließ es gerade zu, daß wir aus 
ıfelben. das vollftändige Integrale bilden konnten. Wollten wir aber 
SIntegrationsvorfchriften firenge befolgen, und ed wäre 5.8. eine 
Ferenzialgleichung des vierten Grades gegeben, fo würden wir eine 
tfache Integration vornehmen müſſen, durch deren erfte die vorge: 
te Gleichung auf eine Differenzialgleichung des dritten Grades, diefe 
r durch eine neue Sntegration auf eine Differenzialgleichung des 
eyten Grades zurückgeführt wird. Integrirt man dann diefe letztere 
tichung von neuem, fo föommt man auf eine Differenzialgleichung 
erſten Grades, und dieſe leitet endlich nach nochmahliger Integra⸗ 
ı auf die zwiſchen den beyden Beränderlichen gefuchte Nelation, 
Fuler’3 Integralreihnung. 11 Bd. 21 


— ‚322. — 


Es kann die Form der hier behandelten Gleichungen alfo auch auf die 
Art aufgelöft werden, daß man fie durch fortgefegtes Integriren auf 
immer niedrigere Grade zurüdführt, wodurch endlich diefelben Inte 
gralien, die wir hier entwidelt haben, gefunden werben. Da aber 
diefe Methode ſich nicht bloß auf die hier betrachteten Formen erflredi, 
fondern nach derfelben auch die allgemeinere Steigung 


X=4Ay+B.2+c0.77 







is rP Dr. 


wo X eine beliebige Function von x bezeichnet, integrirt werden kann, 
zu deren Auflöfung die vorhergehende Methode ganz und gar nicht zu- 
reihend ift, fo wollen wir fogleich eine neue Methode auf biefe- Allge⸗ 
meinere Form anwenden. 





— 5335 — 


Kapitel IL 


Son der Integration der Differenzialgleichungen von der dorm: 
Bdv Cd?y Dd’y 


X45 -— F dx +2 rt G5 dxs +... 


Aufgabe 148. 

$. 1138. Di. Differenzialgleichung 

— Bdy Cä®y , Didsy N dey 
x Ay +77 + dx "+ dx3. +. +72 dxa 
ey welcher dad Slemens dx conflant gefegt ift, und 
‚irgend eine Zunction von x bezeichnet, fey gegeben; 
tan fuhe eine Function von x, mit welder Diefe 
jleihung multiplicirt integrabel wird. 


Auflöfung . 

Sey Pdx der Multiplicator, welchen wir fuchen, fo muß man, 
a das erfte Glied X durch denfelben integrabel gemacht wird, deffen 
Beziehung aus dem andern Gliede beftimmen. Es iſt aber leicht ein⸗ 
ufehen, daß ei* die Form diefed Multiplicatore P feyn werde, fo 
nB man bloß die Größe ° zu beflimmen hat, 

Sey alfo eA!dx der Multiplicator, fo muß der Ausdeud. 

Bdy , Cdy , Ddsy Nday 
\iz[ar + + at t +] 
itegrabel feyn. * nehme an, das Integrale desſelben ſey 
B’dy GC’ d? M’de—ı y 

ei: — 2* 4 —__ + | I +... „M I; =] 
daß das Differenziale hievon mit jenem Ausdrude übereinflimmen 
muß. Da diefes nun 

AC’d2y AM de—ıy 


—— 
Aa + — + Tat 
B’d2y M’dey 


— — de 


X, fo müffen nothivendig folgende Gleichungen Statt finden: 
21 * 











Axıiz 











“=; B' = \ 3 CC’ = ı > D’ = I 0. 
.M—L' 
MS und MN. 
Man wird demnach erhalten: 

A “ 

A 7 
B A 

B=ı7: 
C B A 

G=SITETE 
D C B A 

Ve — — — — — 

D’=;-:tr57% 
M L K A 

W"=-2—- 2775 8 und 
N L — 4 


o=7-31%5”7::...:.F 7 
wo man aus der legten Gleihung die Größer entwicdeln muß, wel 
Gleihung folgende Form annimmt: 
- k— BA +C® — DU HER... +No=o, 
und da hieraus n Werthe für d gefunden werben ‚to ergeben ſich aı 
eben fo viele Multiplicatoren. 


Wir wollen nun fehen, wie fich diefe Beftimmungen für die ei 
zelnen Werthe des Erponenten n verhalten. 
I. gürn=ı wird A— BA=0, dann aber iſt 


A 
V mm u 
A ‚=B 


II. Sür n== 2 wird A— Br ı Cr = 0, dann aber if 
K“=3=B—-C m Busl—A 
II Sir n=3 wird A— BA + Ca — Das =o, Mm 
aber ift 
u—A 
= ‚= B—- Cr +- Dr; 


Bl — A 
y  =C-Di mw 


CA? — BA 
= D. 


B — 





IV. Sie n=4 wid A— BA-CA. — Da LER 0, 
nn aber ift 
vuflmB-— Cr + Da Er 


BA — 
Berti c—_Dr+Er 


Ci BA +-A ' 


C = 35 = D— Er 
DD DI- CR +B-A m 


m 
V. Sür n=5 wird A— BA-CA? — DR.LEM-- FW 0, 
an aber ift | 

vuy=B—Ca+DR En + Fa 





B=--- 2 -=C— Da +En — FR 
= F-EtloDd—Er+Fr 
np „PREIS to E_ FR 
p „EM De ter mr _ F 


d fo weiter fort. | 
Hat man aber den Multiplicator eA!dx gefunden, fo wird das 

te Glied der Sleihung = Sek“Xdx, und die vorgelegte Gleichung, 

Iche eine Differenzialgleihung des nen Grades ift, wird durch In⸗ 

wation auf folgende, um einen Grad niedrigere Gleihung zurück⸗ 

führt: 

ru hfay tm ++. 4]. 


dxıı-ı 
3 ufaß 1. 

F. 2139. Hat man aljo diefe erite Integration ausgeführt, fo 
rd die vorgelegte ung um einen Grad niedriger, und wenn 
: Cpefficienten A/, B’, C!/... aus den obigen Formeln beftimmt 
d, fo kann die ——* unter folgender Form dargeſtellt 
erden: 

_ 1 1 — M’da—ı 

rim ay+ ul oT 4.4, 
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Zuſatz 2. 


$. 1140. Da dad erſtere Glied e” ix fel*Xdx eine Function 
von x ift, welche eine willfürliche Conftante mit fi führt, fo Bat diefe 
Gleichung, wenn ftatt jener Function X’ gefchrieben wird, eine aͤhn⸗ 
lithe Form wie die vorgelegte Gleichung felbft, und kann daher nad 
derfelben Methode von Neuem integrirt und auf eine Differenzialgles 
hung des (n — a)ten Grades zuruͤckgeführt werden, welche folgend: 
Geſtalt haben wird: 


Xu = Ally + Bu 2 + ZT Ir. + L“ 


Zuſatz 3. 
$. 1141. Geht man auf diefe Weife fort, fo wird man endlih 
auf die Differenzialgleichung des erften Grades , 
Xo-) — At-)y 4 Be) = 
fommen, welde auf ähnliche Weife auf die endliche Gleichung 


Xo) = Aldy zurüdgeführt wird, durch welche die zwifchen den Ver: 
änderlichen x und y beftehende Relation ausgedrüdt wird. 


da—ı Y 





do" 


Unmerfung. 

— 1142. Dieſes iſt alfo die Methode, ſolche Differenzialglei⸗ 
chungen hoͤherer Grade ſtufenweiſe durch die einzelnen Grade zu inte⸗ 
griren, wobey eben ſo viele Integrationen erforderlich ſind, vom wie 
vielten Grade die vorgelegte Differenzialgleichung iſt. Die ganze Rech⸗ 
nung beruht demuach in der ſucceſſiven Auffindung der Coefficienten, 
weldye man mit Hülfe des Multiplicatord aus dem Vorhergehenden 
. beftimmen muß. Zwar ift im Allgemeinen das Geſetz, nach welchem 
die Coefficienten immer aus den vorhergehenden gefunden werden, nicht 


fo einleuchtend, daß man hieraus die Form des legten Integralaus- 





| 


drucks erkennen Fönnte; allein weil wir im obigen Kapitel gefehen 


haben, daß in den Salle, in welchem das erfte Glied X verfchwindet, 
auch das legte Integrale nach einem ziemlich einfachen Geſetze erhalten 
werde, fo vermutben wir mit Recht, daß dieß auch hier der Fall fegn 
werde, und wir werden jenes Gefeb gar leicht erfennen, wenn wir 
allmählich von den niedrigeren Graden zu den höhern übergehen. Im 
erften Salle, in welchem die Differenzialgleichung 


d 
“\=4Ay+B2 


„= 527 m 


vom erften Grabe iſt, wie eAtdx der Multiplicator ſeyn, wenn 
A—ıB=o, alſo A =3 gefeßt wird, und weil A’ 5= —=B 
it, fo wird dad Integrale fm: 

Se’Xdx = Bel!y ober oe ax yoliXdx — By. 


Auf diefe Weife wollen wir die Gleichungen höherer Grade went. 
wideln und die Form deö legten Integrals auffuchen. 


— Aufgabe ı49. 
F. 1143. Die Differenzialgleihung des zweyten 
Grades 
d 
x—-A + B —re — 


ſey gegeben, man beſtimme die zwiſchen x und y be⸗ 
ſtehende Relation durch eine doppelte Integration. 


Auflsſung. 
Sey eAxd der Multiplicator, durch welchen dieſe Gleichung 
Integrabel gemacht wird, fo wird 
A— Bi - Ci so 
feyn, dann nehme man 


A BA-—A 
v=7=B-0 und B’/ = 3 





=(C, 


und wenn | 
oz reliXdx— X 
geſetzt wird, fo ift die Gleichung nach der erften Integration 


— dy 
“=A'Yy-+B 


Nun ſey für diefe Gleichung e**dx der Multiplicator, fo wird, 
AM— Bum=o, und wen Ad = = B‘ genommen, und 


oe” BE rer XXıdx = X gefebt wird, fo werden wir erhalten 
X —— Alıy, welche Sleichung durd) zweymahlige Integration erhal« 
ten wurde, und welche bie zwifchen x und y gefuchte Relation 
auddrüdt. 

Da alfo Bir AU B’ und B’=C it, fo wird Au=C 
feyn; fubftituiet man ferner für A’ und Br die Werthe, fo nimmt bie 
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Sleihung A — Bu o. folgende Form an: 
B— Cr — Cy=o oe B-Caty)=o 
Da nun hieraus A-ı = B gefunden wird, fo ift einleuchtens, 
daß x 4 der Summe der begden Wurzeln der Gleichung 
A— Bi - CC” =o 
| gleich fey. ‚Weil alfo ? eine Wurzel diefer Gleichung it, fo bezeichnet 
p nothiwendig die andere Wurzel derfelben. Wenn wir Daher aus der 


vorgelegten Gleichung, wie wir es im R vorhergehenden Kapitel gethan 
haben, die Gleichung 

A + Bz Fu Cz2?=o 
bilden , fo werden z= — X und z—= — a die Wurzeln bderfelben 
fen, oder wenn wir C (a + z) (ß + z) ald die Factoren derſelben 
"annehmen, fo werden die Buchſtaben a und B die Werthe A und y 
vorftellen. Da nun 


X = e” ®“ Ye" Xdx 
ift, fo wird man erhalten: Ä 
Xu e“ Pr se) dx fe*"Xdx, 
Es ift aber j 
SeP—-)X4x /e’Xdı—= 
— _ = SP*XaAx, 


— z * —-)x verıXaxr — 








und hieraus folgern wir: 


1 
U u — (ax 
x = 378 Se 





— 3 oe” Px veß* Xdx, 


Es iſt demnach, das volftändige Integrale der vorgelegten 
Gleichung 





’ t 
’ 


= > e @X ye@tXdx e= Pr yeßtXar, |, 


ß 
wo die Größen a und ß fo genommen werden müflen, daß 


A+Bza+C2=C(at2 ß+2 





‘wird, 
3ufag ı 


$. 1244. Sind diefe beyden Bactoren einander gleich, 0 oder if 
de a, fo wird 
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Xu T a8 sdxfe"Xdxr = 
== oe” tx JettXdx — oe ®* Vo Xrds; 
nd daher ifk für den Fall, in welchem 
A-+Bz-+Ce#=C («+ z) 
I, das Integräle unferer Gleichung 
Cy zu oe” 9° (xfo*"Xdx — Je"*"Xxdy) 


Zufag = 


G. 1145. Werden beyde Factoren imaginaͤr, welches der Fall 
kt, wenn 


A+Bz+ Cut (ff + afz 008.0 + 3°), 
o wird | 
(= f(co,8 + Y— ı sin.) und ßB=f (cos.d — V— ı sin.0), 
nd daher iſt 
eat — efr 008.0 (nos. fx sin. 0 + VA sin. fx sin. 6) 
nd 


ef* — ofx cos. 0 (cos. fx sin. d — v' sin. fx sin. 0) 


and 
B— am — ay—ı f sin. o. 


3ufag 3. 


6. 1146. Um nun diefe Ausdrücke leichter fubflituiren zu fönnen, 
My Kürze halber 


„fx cos. 6 
0 daß 
en mp mgqV—-ı und e'—=np— maV—ı 
t. Man erhält demnach 
Se*Xdx = /mpXdx + ymgqXdxy—ı und 
Se’Xdax = /mpXdx — /maXdsy—ı. 
Dann aber ift 


=m; cos. fxsin.d =p und sin. fx sin.d=g, 


8x _ Pt IV 
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Zuſatz 4. 
G. 1147, Hieraus folgern wir: 
oe °X fe“ Xdx — „/mpXäx - _ av=ı SmpXdx 





+ X - /mgXdx + I ymaXiu, 
und wenn Y— ı negativ genommen wird, fo kommt 
| eo” PX yeßXXdx 
zum Vorſchein, und nach Subtraction dieſes Ausdruckes bleibt 
_ 2 V—! /mpXäx + I martin, Br 


welcher Reſt theilbar feyn muß durch 
U ß — 4 — 2ayV—ıfiin.d. 
Hieraus ergibt ſich nun das Integrale 








p 
re Smqgidx . 


BR q 

Cya —o,,;/uprXdr— | 

| 3ufag 5. | 

| $. 1148. Werden die für m, p und 9 angenommenen Berike 
wieder fubftituirt, fo wird, wenn j 


 A+Bz+Cz2=C (f-+afz co.0 4 2°) 
iſt, dad Integrale unferer Gleichung feyn: 


cy= e— fx cos. nf fe °08.0 Xdx.cos, fx sin.d— 
ın. 







— en fe fx cos. PXd sin. fx sin. el, 


| welcher Ausdruck alſo jenem gleich iſt, Wenn «a und ß imagi 
Werthe erhalten. 


Aufgabe 150. 


$. 2149. Die Differenzialgleichung des dritte 
Grades 


dy 
X=Ay+B+4 —-+D * 


fey gegeben; man beſtimme das vollfiändige Inte 
geale derfelben durch eine dreyfache Integration. 
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Au flöfung. 
Wird et dx als Multiplicator angenommen, fo muß . 
A—Br Cu _Diewo 
eyn ; dann nehme man 


— 


“=B-—Cr+Dr; 
u B=C—Dr ud 
C=D; 


ınd febe man endlich . 

e-AX vl Xix— X, u 

w gibt die Gleichung nach der erften Integration 
Koety+slral. 


Man nehme ferner an, der Multiplicator diefer Gleichung fey 
»"* dx, fo daß 
| A!’ — Bu + Co 
wird, und nehme 
AU=B — Cu md BU =C, 
% wird, wenn 
. — PX yebX Ydr = Xi 
teſetzt wird, die zweyte Integralgleichung folgende feyn: 
| rd 
Xu = Aty 4 Bu Ger 


en Multiplicator e'* dx ſeyn wird, indem man A — Buy=o 

kumt, und wenn am B/ gefegt wird, fo erhält man als dritte 

Fegralgleichung 

1 e’XT sy! Xrdx = Ally = Dy; 

Man muß alfo die Größen A, „ und v fuchen; es ift aber erftend 

A— Bi + CC” — DV = o, dam 

B-CA+4J+D@+u +) = 

md weil | | 





AM=C—DQ@-+pr md Bu=D 
ty fo wird dritten‘ 
C—D @+ı+)= = 0. 
Aus diefer Tegtern Sleichung erhellet, daß au v die Summe 


zum 332 Be 
der Wurzeln der erflern Gleichung gleich ſey, wobey 7 die eine | 
it; daß aber a und » die beyden übrigen Wurzeln bezeichnen, 
man auf folgende Art: ran betrachte die Gleichung 
A+Bst+C2?+De=o. 

Wenn nun z=— X eine Wurzel oder 4 a ein Factor 
felben ift, fo dividire man durch diefen die Gleichung, und man 
erhalten: 

De -(C-D)zs+-B—- COA+De =o, 
welches unfere zweyte Gleichung 
Ca -Bz-+- A =o 
ift, deren Wurzeln z—= — „ und z = — v find, oder deren 
toren a + z und » + z find, wie wir in der vorhergehenden 
gabe nachgewiefen haben. Hat demnach die Formel 


A-+Bz-+ 022 + Dz 
D@+)&+9)G+9), 
fo febe man zur Auffindung des letzten Integrald 
e” eX Ve Xdx — X; 
oe Px yefX Yaxz = Xu um 
e” 77 So?" Kıudx mm Xu; 


die Factoren 


fo wird 
Dy=X, 
Allein durch die Reduction der Integralien erhalten wir, wi 
oben geſehen haben | 


e” @X fe?" Xdx 4 — e PX reP* y 


Xi = 








— a 
und hieraus. ferner 


YSxua — — EYN—A)X 0* _ 
Se xı= —5 e Se” Xdx 
— — 7618 — ——4076) x yPX' 

Fuer era 1 A Si Be Je 
— — — fel!X 

——m————— 


wo die beyden letzten Glieder in folgenden Ausdruck 


— (el! Xd 
em ey °° * 
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ammen gezogen werden. Das geſuchte Integrale wird demnach 


B: 
oT ®"fet"xdı e PX rofXxax eo T%yolTXdx 
— e-9)0-e @—P) 7—P) «-V)E-9 


Zuſatz ı. 
$. 1150. Wenn die Formel 
A+Bz-+ Cz + Da 
ꝛy gleiche Zactoren hat, wenn nämlid „= Bß ift, fe wird man 
alten : 


iz yudı = 





* G-)ä year Xdx — 


— —— (ed: 
op Xdx + 23 


Px xa 
(B je xds 








je Xxdx, 
> daher wird in diefem Falle das Integrale feyn: 
e  @r fett Kar — eo Bx PX Xdx 


= 


(B — a)? 
ce — xXdıs—e Px ‚x Xxıdz 
+ — —. 
Zuſatz 2. 


F. 1151. Sind ale drey Factoren einander gleich, oder ill 
m 87, fo wird man finden: 
BL Xu m SAxfe?* Xdx m xfe®" Xdx — Set" Xxdz 
d 


oXAOA Set“ Kudx = Sdxfdx fe®* Xdx 
r 


XVS ixrfe®* Xdx — xfo®* Kxdx + !fe?* XxXx2dx, 
glich wird in diefem Zalle das Integrale feyn: - 
ru ze" Tl fe"Xdx— axfe"Xxdx + fe*"Xxdr) 


r 
Dy = e” ** (dx /dx /e”* Xdx, 


— 334 — 












Anmerkun g. 

$. 1152. Werden die Integralien nicht redueirt, fo laßt ſ 

das Integrale unſerer Gleichung im Allgemeinen auch ſo darſte 
daß 

 Dy=en 1% eV Mx*dx —J—— e* Xdx 
wird, wenn man ſetzt: 

A+Ba+C2 + DE =Da +) GH. 
woben fich der befonderd merfwürdige Fall ereignet, daß die drey Oh 
fen a, B und y wie immer unter einander vertaufcht werden 
fo daß diefer Integralausdruck ſechs Veränderungen zuläßt. Auch be 
dem vorhergehenden Probleme, wo nur zwey Factoren 


Ca +)P+)=Ar+rBz + Cz 


vorfommen, kann das vollftändige Sur der Srichuns | 


X=Ay-t B 2 + cc“ 2 
auf folgende Art dargeſtellt werden: 
Cy= eo” Pr SeP—-)xgx fer“ xas, 
und wenn die Groͤßen « und B mit einander vertauſcht werden, 
auf folgende Art: 
Cy 2 er %% ye@—-Atax feß* Xdx. 
Hat man die Gleichheit diefer Formeln eingefehen, wovon 
fi) durch einen Verſuch Leicht überzeugen kann, fo Flärt diefe auch di 
Veränderung der vorhergehenden Ausdrüde auf. Denn es fey 
| e_ 0X ver Xiıı— X, 
fo wird man für die obige Formel erhalten: 
Dy = e” 71° yeN—-Pxdx fef* Xıdx, 
und da diefem Ausdrude folgender 
Dy = oe” PX yeß—-Wxdx Set“ Xdx 
gleich ift, fo wird auch, nach Herftelung des Werthes von X’ 
Dy= ef: feß—Yxdx Ja * dx fe“* Xdx 
feyn, welcher Ausdruck von dem erflern nur dadurch unterfchieben is 


daß die Buchftaben B und y mit einander verwechfelt find. Daß abet 
auch die Buchftaben 6 und z mit a vertaufcht werden koͤnnen, URF 
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auf dieſe Weiſe nicht ſo leicht zeigen, iſt aber mit Verlaſchtigung 
in der Auflöfung gebrauchten Reduction, und der Natur der Auf⸗ 
ing felbft gemäß für fich klar. 


Yu f gabe ı51. 
$. 1153. Sey gegeben die Differenzgialgleihung 
3 vierten Drabes 


X=eiAy+B7 + cZ_+nDTIl+e, 


bey das Element dx conftant gefept ift, und wo X 
jend eine Function von x bezeichnet; man fuche das 
tegrale derfelben. 


Auflöfung. 
Man nehme den algebraifchen Ausdrud 
AH Bz+- C2+-Dze’ - E#2=P, 
Icher ſich aus der vorgelegten Gleichung Teicht bilden laͤßt, zu Hülfe, 
e dieſen in ſeine einfachen Factoren auf, ſo daß 
PEBGCAD GAD GTO GAD, 
wird der Multiplicator, der unſere Gleichung integrabel macht, 
“dx ſeyn, wenn man 2 einer der Größen a, B, y, 5 gleich 


imt. Man fege alfo Ama, fo dgB e**dx der Multiplicator 
d, und fege 

e”” ax fer* Xdx X- 
vird die erſte Integralgleichung ſeyn: 











di ‚ dsy 
XaAly+BD+ c. 2 tr 
die Coefficienten Ar, Br, — D’ fo Heime werden, daß 
4, B—-AtBe, Co Ge — Ba HA, 
a @ a3 
D — Da — Ca rBa—A 
as 
r | \ 
— 4* x __ m D — 
vol; voll, oo, mode8, 


te auch 
== Ala; B=Ba- Al; C=C'a+t BD’; D=Da-C. 
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Dept. man | 
A4 Bes 4 CR + Dar. Q, 
fo erhellt aus diefen Beftimmungen, daß diefe Formel Q aus d 
Auodrucke für P entftehe, wenn man diefen durch « }-z dividirt, 
daß 





= ——=EbtNyG+9CH+ 
wird. Auf diefe Weife wollen wir alfo die zweyte Integration ı 
Hüuͤlfe des Multiplicators ef *dx ausführen, fo wird, wenn man 
e_ Bx veßX XKıdx = Xu 
ſetzt, die Integralgleihung feyn: 





‚wenn die Coefficienten Av, Bw, CH y genommen werden daß 
P 
ı — — — — 

Au + Biüz + Cu 2? @ta)@+9 E@+t2) 6+: 
| Sntegrirt man ferner mit Hülfe des Multiplicatord eY!*dx u 
- Meuem, fo werden wir, indem 
e” 7° Set? Xıdz = Xu 
gefeßt wird, finden: | an 
Xu a Alıy 4 Bu Ir 
wobey die Relation Statt findet, daß 

P 
@+F9@+taGrs "er 
ift. Endlich findet man mit Hülfe des Multiplicators ed*dx, wm 
der Ausdrud 


Au + Bwrz — 


en dx yet Xudx — XV 
gefest wird, das letzte Integrale 
XIV == AWy, wobey AVSE il, 

Laßt man alle diefe Relationen zufammen beftehen, fo wird da 
gefuchte Integrale feyn: 
Ey=e” dx ee -Nrgryet—® Kdxfeß— x gu yersXiı 
welcher Ausdrud nun ohne alle Umfchweife mittelft der Auflöfung d 
Grundformel 


0 — 3557 me 
P=AHBeHOs+De ;Em 
n Sactoren, nämlih 
| P=E(c+) 6496490642 
wmögemittelt werden kann, woben zu bemerken ift, daß für Ey immer 


verfelbe Werth zum Vorfchein fommen müffe, wie man’ auch immer - 
ie Ordnung der Größen a, Bı yı ® verändern mag. 


| aufs 
$. 1154. Da | 
Mu e Rx yeax } Xdx | 
it, fo wird, wie wir bereit geſchen haben folgende Gleichung Statt 
finden : 
Kime — Px ger X’dx 
eR— 





— px ax u Bx 
—— xa⸗ — Set Xdxf, 
Piz en ’ ı 
— aX „ax — ßx „ Px 
ae Se Xdıx Se" Xdı 
* pt ud san 
| zu fa 6 2. 


$ 1155. Weil ferner X = eT 7° Set“ Xudx ift, fo wird 
Ban durch eine ähnliche Reduction erhalten: 


Xu — e @% yet xdx e 7% fe!" Xax 


 e-)01-e B— eo) («—y) 
Fi oe Pryeftxaz , oe T* fol! Xax 
"@— 9) 0-9. @-P9 E-Y ’ 
>eicher Ausdruck fi auf folgende Form bringen läßt: 


a ® Tax pg@txax e —Px voßtxär o T* feY'Xdx 
090-0 @—-9 Ur —-9 ° @—-RB—Y' 


Zuſatz 3. 

F. 1156. Auf ähnliche Weiſe wird hieraus der Werth von XIV 
atwidelt, wobey es übrigens genügen würde, dad erite Glied be- 
Eimmt zu haben, weil fich aus diefem die übrigen wegen der Permuta- 
Bilität von felbft darbiethen. Auf diefe Weife wird das Integrale un— 


erer Gleichung unter folgender Form erſcheinen : 
Euler's Integralrechnung, I. Bd. 22 
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e AK fet* Xdz + e Px ‚px Xdx 
(—.) (y—a) (d—e) ' (a—-$) (Y—PB) E—P) 
— Ce SB u ie TE 
| @—Yy) B—-Y) €—Y) (a8) E—-N) Y—H' 


Anmerfung. 


$. 2157. Sind zwey oder mehrere Wurzeln einander gleich. od 
imaginär ‚, fo erfordern die gefundenen Sntegralien eine Transform 
tion, welche wir ſogleich auffuchen wollen. Diefe legtere Form ſchei 
geeigneter zu feyn, um aus ihr Zransformationen ableiten zu Fönnen 

Wenn 5=y iſt, fo erfordern, wegen der Gleichheit der Zack 
ren, die beyden legten Glieder allein eine Reduction, und um diefe; 
finden, fege man ö&=y— w, fo wird das vorlegte Glied feyn: 

_e I* fe!” Xdx 
| o(a—y) B—-Y 
Ruͤckſichtlich des letzten Glieded aber ift zu bemerken, dag 


Ey= 


ı — 1 4 o (2y — « — 9) 
— —— @— 2 @<-°' 
und daher ift: 


1 1 ay—a—ß 







(5) B—9) (Y—9) = o(@ —-Y) d—Yy) + (a — Y? B— 


Dann aber wird man für den Zähler erhalten: 
e” o2 — e” 7* (ı Lox) und 
et el“ (1ı— ox), folglid: 
er yet Xdx — ee 1% Vyel!Xdx + e YXox feltXi 
— oe 7° fel* Xxdy; 
und die beyden letzten Glieder gehen, weil die durch ca dividirten Theil 
fi) aufheben, über in folgende Form: 
_. er — a— B) ee” T* fel“ Xdx 
(a — 2 $ — ? 
+: e YXyx Xdx— eo Eye 'Xsdı 
@—-R—)Y 


— 0500 u 


welcher Ausdrud auch auß der erfien Formel erhalten wird. Auf dies 
'elbe Weife-fann das Problem allgemein aufgelöft werden. 


Aufgabe 15. 


F. 1158. Sey gegeben die Differenzialgle ichuns 
mare ee 


'Xeay+Bl2+0T+nTL+. nz, 


wobey das Element dx conftant genommen ifl, und X 
irgend eine Sunction von x bezeichnet; man beftimme 
das Integrale derfelben. 


Auflöfung. 
Man bilde aus diefer Gleichung die algebraifche Formel 
A--Bz+Cz!-+Dz2’+...+Nze=P, 
ser, wenn man diefe in die einfachen Factoren auflöft: 
PENa+yB+)G+D...eEH+D), 
deren Anzahl gleich n if. Wenn wir nun auf ähnliche Weife mittelft 
einzelner Integrationen immer weiter gehen, fo werden wir endlich auf 
folgende legte Integralgleihung fommen: | 
Nymeo fe -MXdxyet—Vraxrf..fyeP—O*rdxfettXdz, 
der, weil wir die Sactoren auch unter einander verwechfeln fönnen, 
Ny—e je P) x dxfef—-Nrg sf.. fer »*dxfeXdx. 
- Allein diefer Ausdruck laͤßt fich durch ähnliche Keductionen, wie 
Dir fie oben gebraucht haben, in nachfiehende Theile auflöfen, und zu 
eren bequemeren Darftellung fey Kürze halber 
Ba) —2).@—a)... Pe). 
(e—-PB) r—B) 6—8) . . · - 6) 4 
.@-Y) BY) 6—y). 6 = y! | 





v ‘ ‘ ‘ v v 


En Bo) En. en) =, N 
and daher wird man erhalten: EEE 
Ny=; ν jott Kür}, en Pr Jet Xdx 

1 


+ e TE fett Xixt...+ zer ’* fe" Xax, 


22 * 


‘ 
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Damit nian aber zur Auffindung der Werthe a‘, RB’, ... 
nicht fo viele Factoren mit einander zu anklicken braucht, fo iſt 
einleuchtend, daß, weil 

Bar 6HDa+N Et... C+2 
ift, diefe Formel den Werth von a’ gebe, wenn nian in’ derfelben 
z=— a fegt; in diefem Falle aber verſchwindet ſowohl der Zaͤhler 


als der Nenner des Bruches —— „und daher wird fein Werth 







N@+3 7 ”) 
durch den’ Ausdruck . gegeben feyn. 
. Da alfo 
P=A+Be tn Der... +Ne 

ift, fo . man erhalten: | 
—=B+20243D# +... haNe-, 


welchen Aussen wir durch Q einen wollen. Hieraus geht nun 
hervor, daß 


‘mt, weun z ze — a gelebt: wird, 
= t, » og » » 
=}, v 2227 » » 


oder, ed ergeben fi, weil nach Subſtitution dieſer Werthe die Inte 

gralgleidhung durch N getheilt werden kann, folgende Werthe: 
B— 2Ca+3Da — 4Ea +... + nNamı —yY, 
B — 208 +3D® — 4EB+.:+ nNp— — 8, 
B— 3Cy-+ 3D% —4E7’+..toaN=6, 


u 0 Tr N 8 Tr re 2 8 8 a 08 


B— 20» +3D» — 4Ev® 4... tan, 


und nach Beftimmung diefer Werthe wird man sum volftändigen Jür 
tegrale erhalten: 


yaze ‘jet Xdx + 5 e- Br jahr Xdx 
| + & 0 7° fer! %dx. 


in wiefern man alle Bactoren in Rechnung gebracht hat. 
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Ä 3ufaß ı. 

$. 1159. Da 
‘= 2 = vr =7 

‚ fo wird man erhalten: | 
| A = Na’, B= NP, G=Ny, 
d weil 
= A-+Bz -+-Cz? Das. + Nz" == N(a--z) Hatte.ete), 
wird aud | 

YV= —, wenn z= — a gejeht wird, 


az 
Be  » = —ß >» » 
= ,, * 2— — 7 * — 
d ſo weiter. 
Zuſatz a. 


F. 1160. Wir erhalten demnach folgende Regel für die Auffin⸗ 
ng des vollſtaͤndigen Integrals der vorgelegten Gleichung: 

dy d’y day 
xeAay+B24tcH- Dos .+ N =: 

Mon bilde fih aus dieſer Gleichung den — Ausdruck 

A+Bz+Cz2+Dzr-...+Nz=P 
je ale einfachen Factoren deöfelben, weiche wie durch 
at 2, ß+z, rt» S-4 z, 

eichuen wollen, und derem Anzahl durch die Zahl m gegeben iſt, 
ın beflimme man Nie dieſe eingelnen Factoren folgende conſtante 
oͤßen 4, m C,D..., fo daß 


vu—_ Peer ——, vom z = — 4 sine win, oder 


1=B—aCa + 3D« —4Ea 4... + nNa-ı 


>= — wenn 2 — 6 geſetzt wird, oder 


P+z | 
Bo B— 208 +3DB — 4ER +... + nNp 
Pı m 
= + z' wem z=—y gefegt wird, oder 


€ =B-— .2Cy+3Dy% — 4EP? +... tr ıoNy-. 
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Nach Auffindung aller dieſer Werthe wird das vollſtaͤndige In⸗ 
tegrale ſeyn: 


e @X feaX Xdx 5 "PX yepX Xdx 


a 
+5 — 7X feT* Xdxc-+. 


welcher Ausdruck aus fo vielen Theilen befteht, wie viele einfache Bar 
toren die Formel P enthält. - 


3ufag 3 


$. 1161. Da auf diefe Weife das Integrale aus fo vielen Their 
Ien zufammengefegt ift, von der wievielften Ordnung die vorgelegte 
Differenziafgleichung ift, und jeder einzelne Theil bey der Integration 
eine willfürlihe Conftante aufnimmt, fo ift offenbar das mit Hülfe 
diefer Regel gefundene Integrale das vollitändige. | 


Anmerfung. 


$. 1162. Die Integration folchee Differenzialgleichungen hat 
alfo weiter feine Schwierigfeit mehr, wenn fi nur von jenem durd 
P bezeichneten algebraifchen Ausdrucke alle einfachen Factoren, ode 
was dasfelbe ift, wenn fi) alle n Wurzeln der algebraifchen Gleichung 
A+Bz-+C2:2+-Dz2’+...+Nz=o. 
angeben laffen. Es fönnen aber bier zwey Hauptfälle vorfommen, ü 
welchen dieſe Antegration fehr beſchwerlich ift; wenn naͤmlich entwede 
zwey oder mehrere jener einfachen Factoren einander gleich, oder im] 
ginär find, in welchem legtern Zalle jedoch nur die Unbequemlichtd 
Statt findet, daß die einzelnen Theile des gefundenen Integrald imef | 
ginäre Ausdrüde enthalten, welche fich aber nad) gehöriger Neductim 
gegenfeitig tilgen. Im erfteren Falle aber werden die aus den gleiha 
Factoren entftandenen Theile fogar unendlich, allein fie find mit wei 
fchiedenen Zeichen fo behaftet, daß durch ihre Verbindung demungeedef! 
tet eine endliche Größe erhalten wird, deren Werth wir nur dur! 
mehrere Umwege beftimmen Fönnen, woben jedoch wohl zu’ bemerfmk. 
ift, daß in beyden Fällen die Auffindung der übrigen Theile des Je 
tegrald, welche den ungleichen Factoren entfprechen, dadurch feine]. 
wegs geflört werde. Sch will jedoch in folgendem Probleme eine Des 
thode aus einander ſetzen, welche diefem Zwecke entfpricht. 
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Aufgabe 153. 
F. 1163. Sey die Differenzialgleihung eines de 
liebigen Beer aaniq 


da y dey 





KoAy+B +02 14Dalımär], .+N nor 


jegeben; wenn nun ber hieraus gebildete algebraifde 
Husdrud 


P=A4Bz-+-C2+Dz2’+- Er + ..,-+- Nz 
‚wen oder mehrere gleiche einfache Factoren enthält, 
o foll man den fih hieraus ergebenden Theil des 
Integrale beftimmen. . 


% 


Auflöfung. . 
Es feyen zuerft zwey Bactoren, naͤmlich az und 642 
inander gleich, oder es ſey Ba, der übrige Factor des Ausdruckes 
P aber ſey = Q, fo daß . 
P=(a+z) (+2) Q = (a-+») 0, 
md es gebe Q in E über, wenn z=s — a gefebt wird. Nun bes 
achte man, wenigftens anfänglich, die Größen a und B al& verfchies 
ku, mit Ausnahme der Größe C, welche immer diefelbe bleibe, und 
bie werden für die beyden Theile des Integrald, welche aus diefen 
wey Factoren ſich ergeben, erhalten: 
A (— JE md B=la— 6) C. 
Die Theile des Integrals aber, welche hieraus entſtehen, be⸗ 
ichne man durch den Buchſtaben v, ſo daß 
(B— a)’ Er eo” *" fe?" Xdx — e” PX seh? Xdx 
ird, fo finden wir dann durch Differenziation 
3 — a)Cdv=— ae *"drye”"Xdx +BeTP*dxfeftXdr, 
s Diefer Gleichung addire man die erjtere, nachdem man fie durch 
dx multipiicist hat, und man wird erhalten: 
3—- 4) Cay + (ß—a) EBvdx— (ß—a) a” *Tdxfe*Xdr, 
Dividirt man diefe Gleihung durch B — a, und multipkeirt fie 
it e” @°, fo gibt fie, weil B= a ift, zum Integrale 
Ce’’y= dx fe’* Xdx. 


- 
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Man muß deßhalb flatt der beyden Theile, welche aus den glei: 
chen Sactoren a + z und B + z entfichen, folgenden .Ausdrud 1. 
ſchreiben: 
Ze ax fäxfert Xdx, 






vv 
wobey € ‚erhalten wird aus der Form 
any: zur wenn = — 4 geſetzt wird 

Nehmen wir nun an, die Formel P habe diey gleiche einfache - 
Factoren, nämlich es fey 
| +H)=+)=(h+2, 
welche wir aber anfänglich als verfchieden anfeen woben. Nehmen 
wir alſo an, esfy 
| P=C+)B+9G+9R 
und es gehe Q in M über für z= — a, fo werden wir für die Sutes 
graltheile eghalten: 
A = (Ba) ve) M; 
B6—-6 6- MR; 
| e= ae — RM. 
Bezeichnen wir demnach die gefuchte Summe der. drey Integral h 
theile durch den Buchſtaben v, for werden wir erhalten: 


Mr e @* yo*Txdx — px ef’xdx e Ye el" Kar 
oe) (Y—a) =D (1 («—Y) EV 
Da nun 


1 ı 1 
8-9) —-0) * («—P) -6) + «-e—y) 
ift, fo erhält man durch Differenziation: 
Miav — ae ”* fe“ Xdı _ Be Bx ‚PX Xdx 
di B—-ea)(1—a) («—$) Y—D 
.ıe_ IX fel” xds 
= B-n ' 
und wenn man zu diefer Gleichung die erfle, nachdem man fie mit a 
multiplicirt hat, addirt, fo erhält man: | 
Pr PT xx e 77 fel* Xdx 
CE 
ne u Ze * 8—27 
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Dieſe Gleichung differenzire man von neuem, wodurch man 
gr 

d?v adv _—-ße Px peßXxar yo Ttrel'xax, 

dx + Ir dıJ 7” — — — By 
enn man nun zu dieſer Gleichung die obige, nad) der Multiplication 
it a addirt, fo entiteht die neue Gleichung: 


aadv 


(+ a, + v)=e7 1%joYtXäxmen 2% jor3Xdz, 





odurch nun alle Unbequemlichkeiten befeitigt find. 
Multiplieirt man jegt mit 6** dx, fo gibt die Integration 


Me” (Z+ ar) = /dx Se" Xdx, | 


elche durch die Multiplication mit dx: von neuem integrabel- wird, 
id man findet 

Mey Sdx fdx fe** Xdx. 
Enthält demnach die Formel P den kubiſchen Faetor (at »y 
ſuche man die Groͤße M, ſo daß 

_P —— 

M (@+ 2) für 2 = — a 
rd, und der hieraus entfiehende Theil des Integrals wird feyn: 
5 ae ax (dx fdx fe" Xdr. 
Eben fo wenn die Formel P vier gleiche Sactoren hat, fo daß 


P= (a-+ 2) Q 


cd, nehme man 
= oder N —= Q für wm.“ 
d der entfprechende Theil des Integrals wird feyn: 


5 e °% (dx fdx fdx fe; Kir, 
d fo werden auch die Bälle, in welchen der Ausdruck P noch mehrere 
iche Sactoren hat, leicht aufgelöft werden *). 


*) Diefe ganze Auflöfung ift fehlerhaft » weil, obgleich die Größen @, B, 
V, ».., welche einander gleich gefeßt wurden , als verfchieden betrachtet. 
werden, dennoch angenommen wird, daß die Größe M für die einzelnen 
Glieder denfelben Werth beybehalte; denn denkt man fich die Größen 
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Zuſatz ı 
$..1n64. Es ift hier allerdings bemerfenswerth, daß die 
Ausdrüde 
dv -- avrdx; | 
dv+ 2adxdv + avdx; 
da v 3adxd?v + 3adxtdv + a’v’dx’; 
und. allgemein die Formel 


da v 4 —X—— 2 a:dx?d.ı-:y 
\ + ——— 


‚wenn man fie einmahl mit e** multiplicirt, nach und nach die Inte⸗ 
gration fo oft zulaifen, als der Inder n Einheiten enthält, fo daß man 


zulegt auf das Integrale e** koͤmmt. 


Zuſatz a. 
F. 1165. Der Grund dieſer Erſcheinung aber Teuchtet daraus | 


ein, daß, wenn man die Formel e**v immer differenzirt, während 
man das Element dx als conftant anfieht, jene Differenzialausdrüde 


mit e** multiplicirt zum Vorfchein fommen, fo nämlich, daß 
dee eye] a v---adxed-: ee! dx: d»-y-L. ] 
wird. 





a, 8, Y-.. unendlih wenig von einander verfchieden, fo muß ande | 
den, Durch den Buchftaben DR ausgedrücdten Werthen, eine unendld 
Heine Differenz Statt finden; da alfo die einzelnen Theile des Integrait 
unendlid werden, und nach ihrer Entwidelung die unendlichen Sliede 1; 
fih gegenfeitig filgen, fo werden aus den unendlich Pleinen Differenzen 
der Größe M.auch endliche Theile hervorgehen. Die Verbeſſerung dieſer 
Fehler Hat man in dem folgenden Probleme 155 zu fuchen, wenn in de 
befondern Gleichung gleiche Factoren erfcheinen. Ich Kabe eb aber ver 
gezogen, die Mühe diefer Correction dem Fleiße der Lefer zu überlegen, 
als diefes Werk von einem ſolchen Irrthume zu befreyen ; denn ee # 
oft weit nüßlicher, die Irrthümer, in welche aud die Geübten fallen J 
können, zu erhalten, damit diejenigen, die fich mit diefem Gegenjtande 
befafien, defto beffer Iernen mögen, mit welcher Behutſamkeit man zu 
Werke gehen müffe, um fih im Schließen nit zu taͤuſchen. 
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Zuſatz 3. 
G. 1166. Eben fo merkwuͤrdig iſt auch die andere Erſcheinung, 
welche und diefe Auflöfung darbiethet, daß nämlih, welche Zahlen- 
werthe auch für a, B, y, 5 genommen werden mögen, immer fol- 
gende Sleichungen Statt finden: 


wat 
— +. — — 
—GT6G—96⸗7 


1 


ö— — — do — 
( — 59 @—Y (— 8) Bd) B-Y) P—9) 
1 1 
— JJ 
u. ſ. w.; | 
fo viele Zahlen auf diefe Art auch genommen werden. 


0; 


Zuſatz 4 
G. 1167. Wenn man die Formel P in ihre einfachen Factoren 
anflöft, und ſetzt | . 0 
P=Na+)E+)GH+N:..C+D9C+D, 
fo Hat der früher (F. 1158) gefundene Integralausdrud', nämlid 
Ny eo” “year ax Jed—-NWrdaxyel—Nrdx... 
fer —„)%dx fe’* Xdx, 
wegen den gleichen Sactoren feine Schwierigfeit; defto fchwieriger aber 
war die Entwicelung der letztern Form , durch welche das Integrale in 
Theilen, welche aus den einzelnen Factoren entſtanden, dargeſtellt 
wird, und welche für die Anwendung bey weiten geeigneter zu ſeyn 
ſcheint. 
—Anmerkung. 
$. 1168. Dad im Zuſatze 3 bemerkte Ergebniß verdient unſere 
Aufmerkſamkeit um ſo mehr, weil es auch auf die gemeine Arith⸗ 
metik übertragen werden kann, wo es vortreffliche Anwendungen zu 
haben ſcheint, beſonders weil ſeine Demonſtration nicht ſo klar am 
Tage liegt, und eine tiefe Kenntniß der Analyſis erfordert. Ich glaube 
daher, daß es nicht unzweckmaͤßig iſt, wenn ich dieſem ſchoͤnen arith⸗ 
metiſchen Theoreme hier einen Platz einraͤume, und zwar um ſo mehr, 
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weil die hier aus einander geſetzte Auflöfung des Problemes ohne Be⸗ 
weis jenes Lehrſatzes keineswegs vollendet waͤre. 


Arithmetiſcher Lehrfag. 
F. 1169. Wenn man noch fo viele Zahlen a,b, e, 

d, ... bat, und man bildet aus denfelben, indem man 
von jeder alle übrigen abzieht, folgende Producte 

(a—b) (a—c) (a — d) (a—e)...=N%, 

(G — ) (b— c) (G — q (d - e ... — B, 

(E— a) (e — b) ( — q) (e — e) .. — C, 

(d — a) (d—b) (d—.c) (d—e)...=D, 

u. ſ. w., 

fo wird immer folgende Sleihung Statt finden: 


ats5tetr5t =" 


‚Beweis. 


Man betrachte nach. den in der Einleitung zur Anelyſis gelehtten 


Prineipien | den Bruch 
| Z 


, (@-—a) (e—b) e—c) aa. 
wo Z eine ſolche rationale, ganze Function von z ; begeichnen fol, i 
welcher die höchfte Potenz von z Kleiner ift, als die Anzahl der Zar 
toren im Nenner, fo wird man diefen Bruch zerlegen Fönnen in feb 
gende einfache Brüche, welchen zufammen genommen er gleich iſn ſ 
nämlich: 





D 
tt tnt 

Um nun diefe Auflöfung zu bewerkftelligen, fegen wir jenen Zäß 
ler 2 2 2°, wobey n eine ganze Zahl bezeichnet, die Fleiner ift al 
die Anzahl der Zactoren des Nenners, fo werden die Zähler dieſer 


Theilbrüche auf folgende Art beſtimmt: 


an 
i= -a-hba-)a-g. 

hun 
B= 6-5 6=-96-8. 
C- — 


(e—a) c—b) (c—d)... 


[} ‘ ‘ . . ‘ 
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Da alſo jene Brüche negativ genommen, nämlich 


tm . 
dem vorgelegten Bruche addirt, verſchwinden, wenn z die lebte der 
gelegten Zahlen a, b,. c, d bezeichnet, deren Anzahl ſogar groͤßer 
nt iſt, fo ſetze man | 
a—-bAa—)ya—Y)...a- = 
b—-)b—)b—I)...0-)=%, 
(e — a) ((— h) ( — d) · .. ( — 2) C, 
‚a9 Gh) ae. ‚do)=D, 


"69 a9: ieened 
daß 7 den vorgelegten Bruch beein. Hieraus leuchtet nun 
’ daß die Summe aller dife ‚Brüäe fey: . 


"+5 -+ 7 =+5 +. .+7=0 


anuen+ ı feiner ir als 3. Anzaht der Glieder. Wird alſo J 
20 geſest, ſo entſteht der Fall unſeres heoremes. | Ä 


. 3 u fa tz . 

$. 1170. Überträgt man diefe —&* 2 af die Zehien A, 

€, ...; welde wir oben (1160) beſtimmt Haben, und wo ein 

1er Unterfchied in der Bildung der Bactoren wohl zu bemerfen iſt 
yird man einſehen, daß 


ı - 
atste+s+ 0 
A B C D v — 
a? 2 y 62 
+2+5+3 +37, r..=0 
a3 3 y3 ds 


oo us ſ. w. 
man endlich auf ftgende Form koͤmmt: 














zn 5350 im 


deren Summe nicht mehr verfhwinbet, ſondern dem Bruche — gleid 
wird. | 
Zuſatz = 
g. 1171. Dieß kann man auch aus der Entwickelung ber im 


Lehrſatze aufgeftellten Form folgern, denn nimmt man an, jener Aus: 
druck ſey 


zB-—-1 0. 
—5 (zb) (z—e). — y)’ 


wobey die Anzahl aller Größen a, b, c, ...=:n ift, weil bier der 
Zähler ze: eben fo viele Dimenfionen hat, als Factoren im Nenner 
erfcheinen, fo ift die in Diefem Buche enthaltene ganze Zahl die Einheit, 
Diefer Werth wird auch nad geſchehener Auflöfung beybehalten, und 


verwandelt ſich in 5, wenn man ibn auf den erwahnten Fall anwendet. 


Anmerkung. 


F. 1172. Nachdem wir nun dieſen Lehrſatz erwieſen haben, koͤn⸗ | 
nen wir, endlich deutlich aposteriori nachweilen, wie das oben ($. 1160) 
aufgeftellte Integrale , der dort vorgelegten Differenzialgleichung Gr 
nüge leiftet. Denn bat man die Ausdrüde $. 1170 bemerkt, fowin]. 
man, da wir oben das Integrale | 


— — ge 0X (gaX om ßx x 
ya ze Se Xdı + Ser Xdx +... 
gefunden haben, durch fortgefegte Differenziation erhalten : 


— u ie xax — b jet Xdx—.. 


le 
| 





* = — e @X xdx -4 e PX sed" Kar... 
= = — = e @* fe@TXdx — £ e PX yet Xdx—... 


u. ſ. w. 
bis man auf den Ausdruck kömmt: 


da: Y— + T eo @X (g@XXdx Heer SeP:Xast.. 





du- — 


Hieraus ergibt ſich nun folgende Differenzialformel: 
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Io Fear jetl Kir 75 = Px yeft Xdx T... 


++ + Pr.. 1% 


‘ 


1 


wo das letzte Slied in *x abergeht. 


Multiplicirt man nun alle dieſe Ausdrüde einzeln mit den Groͤ⸗ 
Gen A,B,C,D...N, fo wird man, weil 
meint + Nar=o 
A—BE+C®— D® 4... TNp=o' 
iſt, und weil überdieß a + z, B+z, y + Zr ... Bactoren des 
Ausdrudes 
A+Be+Cn+De +. Nm | 


find, ofendar erhalten“ 


Ay+ Bi !+cZi+D.I+:. + N. =X 
welches die Anfangs vorgelegte Differenzialgleichung ſelbſt ift. 


Auf g abe 154. 
F. 1173. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
eines betiebigen Grades: 
— d2y d’y day 
X=Ay+B2 2 +07 = tr? +t-- + N. 


Wenn nun Der hieran gebildete algebraifche 
Ausdrud 


P=A+Bz-+C2ıLD2+...+Ne 
Bwey einfache imaginäre Sactoren Hat, die in dem 
Auadratiſchen Factor 
14 2fz cos. 0 422 
enthalten find, fo ſoll man die demfelben entfpres 
chenden Theile des Integrals beſtimmen. 


Auflsfunag— 


Es ſeyen a+z und ß2 diefe zwey imaginären Faetoren, 
dag | | | 
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= f (cos. 0.4 V—ı sin. 0) und 
5 —= f (cos.0 — V--ı sin. d), weil 
(a + 2) Br9=Ptate cos. + z? 
ift, und man. feße 
r=( + afe cos, +) Qr 


Q=A+Bz+-C2+, .- Na. 2 | 
Da alfo die aus jenen beyden nfachen imaginären Factor 
entitandenen Theile des Integrales 


7 eT @r%. exXdX +5 e— Px Ser*'Xdx — 


fo muß man dieſe imaginären Werthe auf einen reellen. Ausdrud zu⸗ 
rückführen. Es werden aber A und B imaginäre Größen ſeyn, welde 
ſich aus der Form 


(8. 098.8. EV tt 
j ran, ı wenn man ftatt z fchreibt: | 
— fco.0 I Y—ı f sin. 0. 

Hat man aber diefe Subftitutton gemacht, fo findet man 
Q = Ar —.Br f con. 0 -++-Cift.cos. 28 — Dif? 006.30 +. 
+ V—.ıB’f sin. 6 + V—-ıC'fsin.2a0T + J0 sin.30 1. 

Man fee Kürze halber 
Aa — Bf cos.0 4 cr cos, 26 — Dip cos. 304 ... Br 
und 

— B’f sind + OR sin. 20 — D’£f: sin. 30 4 .. =N 

ſo daß | 


wobey 











22Mm t NVMT, 
wird, wo das obere Zeichen für die Größen « und A, das untere aber 
für die Größen ß und B gilt. Es wird alfo fyn: 
A — — 2Y-—- 1 fsin.d.(M +nV9 und 
B—=+ oV— ı f sin. 6 (M — NV- 1), | 
und daher ift | 


Be a _e” 4X yg@K Kir | en Rx Pr Xar. 
avast 
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(9 ur t -A 4 8 203) J— . . 


- (12009 uo⸗apuibvun uoq 2 3301 uvm maadı dumm u⸗ Ä | | 
. | ou ga zuunloq ð adoı@ 199 onv ı 
1a Suaguy m? 1 — Ag ru Pragong uoayuibvun uag / * Hl ’ 


ı song 
= ae xy 6 Gagom “ 
0110366 + 20) | | 
dus xpy 9 "509 2? (& "us 2G — 4 800 ) 9200 x; 2 — 4 
6 -s09 XPX q 0 2,70/ (4 's09 36 + dus x) 9 's00 x _ +) 


:u63] ↄo vabꝛꝛuß 93q 1106 pn]aß 20q 2609 qua 92 
‘sus x px 9 s00 z70/ (6 a6 — 509 W) 1Ar 9 soo xy —I — 
| 6809 xpyx g soo 279 / (6 00 15 + 6 uns u) 1 — Az 000, = 

a a A) a At 4 
EA 900 x5 "ITA— 60), 
So W I E GR) a ı— A 
' uo⸗ivqu⸗ uvm quaiai ol 16 =9 us “7 US 209 299106 afıny (>) 

[(6 "ars Xj) euie ZA — ( ui xj) 00)] —RXR xg® 

gun [(9 "we xy) "uns UA + (u xj) soo] 909559 = 1,9 


co x —® MAR — 40) — = 


Euler's Integralrechnung. 11.9). 


mn ash al. 1 
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ſchreibt, weßhalb hier die Bequemlichkeit Statt findet, daß man fir 
zu ſchreiben muß: 


(— f)° (cos.n9 + Vi ı sin, nß). 


3u ab a 
P 
, = 
iſt, ſo kann auch aus dieſem Ausdrucke durch dieſelbe Subſtitution die 
imaginaͤre Formel MHNY— ı gefunden werden, wobey aber zu 
bemerfen ift, daß durch diefe Subftitution fowohl der Zähler P als | 
auch der Nenner verfchwinde. Hieraus leuchtet nun ein, daß der Bert 
jener Gormel richtig erhalten.werde aus dem Bruche 
dP - dP 
3@cos.0$2)de — aymı.fein.öde'’ 


Zuſatz 3. 
$. 1176. Beil alfo | | 
Be B-+ 202 +3Da + 4Ez!i-...+ nNa- 
ift, und wenn man 

B»=B— 2Cf ceos. + 3DR cos. 20 — AER 008. 304.1: 
... + onN fe—: „C08, (a — 1), ‘ 

2 — 2Cf sin. 4 3DS sin. 20 — 4Eſa sin.30 +... 
. tt nNf-: sin, (a—ı)k 


$. 1175. Da 


"Damit durch. diefe Sabfitution. 


=P +VZ12 
erhalten wird, fo werden wir finden: 


—av-ıfsind :  3fsin.d 
und daher ift 
— Q P 
M 2 f sin. 6 und in, 0° 
Zuſatz 4 





F. 1177. Der Theil des Sntegrals, welcher aus dem doppelten 
Sactor + 2fz cos, 0 + 2? entfteht, wird alfo unmittelbar durd 
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die Bröße P und den daraud abgeleiteten Werthen P und M auöge- 
drüdt, wenn fx sin, = ? gefent wird, folgende ſeyn: 


Ps fx cos. 0 


‚= re [(P cos.9 — © sin. g) fetx co. XAx cos, 9 


+ (9 sin. 9 + Q cos. p) jet sin, O Xd sin, 9]. 


Anmerfung 


F. 1178. So viele doppelte Bactoren alfo der Ausdruck 

P=A+-Bz+Cz+-Dz+.. 
auch haben mag, fo werden doch für die eingelnen Bactoren mit Hülfe 
diefer Vorfchriften die Theile des Integrale Teicht beftimmt ; und weil 
die Auffindung der Theile, welche den einfachen Factoren entfprechen, 
diefe mögen ungleich oder gleich feyn, nicht geftört wird, fo wird man 
durch Verbindung aller Theile in eine einzige Summe das vollſtaͤndige 
Integrale der vorgelegten Differenzialgleichung erhalten. Allein dieſe 
Vorſchriften ſind doch nicht hinreichend, wenn zwey oder mehrere dieſer 
quadratiſchen Factoren einander gleich ſind, denn ſolche Faͤlle erfordern 
eine ganz eigene Entwickelung, ähnlich jener, deren wir uns in jenem 
Zalle bedient haben, in welchem zwey oder mehrere einfache Factoren 
einander gleich waren. Um aber diefe Abhandlung nicht zu fehr in die 
Länge zu ziehen, fo wird es hinreichend feyn, den Kal für zwey gleiche 
quadratifche Bactoren zu entwideln, weil dann die Methode Teicht auf 
mehrere ausgedehnt werden Fann. 


Aufgabe ı55. 


$. 1179. Wenn die Differengialgleihung eines 
beliebigen Grad⸗⸗ 


X=Ay+B2 +c52+D +...+n22 
gegeben ift, und enthält der hieraus gebildete alge 
beaifhe Ausdrud Ä 

> P=A+Bz+Cz2:+-Dz2?’-+...+ Nz 
das Quadrat eined doppelten Factors, nämlich 

(R + afz cos. 0 + 2°)”, 

\ fo foll man den ihm sugehörigen heil des Integrales 
aufſuchen. 
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3ufaß ı 
9. 1164. Es ift hier allerdings bemerfenswerth, daB die 
Ausdrüde | 
dv +avdx; 
dv 2adxdvr + a:vdx?; | 
d’y-+ 3adxd?v + 3a!dxtdy + a’v!dx’; 
und. allgemein die Formel 


day 4 - add r „CI adx? day 
n (n—ı) (n—») 


4 nn 2 3 adx2de-y-,, 
‚wenn man fie einmahl mit e@* multiplieirt, nach und nach die Inte 
gration fo oft zulajfen, als der Inder n Einheiten enthält, fo Daß man 
zulegt auf dad Integrale e** koͤmmt. 


3ufag = W 
F. 1165. Der Grund dieſer Erſcheinung aber Teuchtet daraus 


ein, daß, wenn man die Formel e*"v immer differenzirt, während 
man dad Element dx als Conftant anfieht, jene Differenzialausdrüde 


‚mit e * multiplieiet zum Vorſchein fommen, fo nämlih, daß 


n(n-—ı) 


deze ar lade Dear de- vꝓ.. 
wird. 





@, B, Yy-«. unendlich wenig von einander verſchieden, fo muß audi 
den, duch den Buchſtaben M ausgedrüdten Werthen, eine unendii 
Peine Differenz Statt finden; da alfo die einzelnen Theile des Integräl 
unendlih werden, und nah ihrer Entwidelung die unendlichen liebe 
fih gegenfeitig filgen, fo werden aus den unendlich Fleinen Differenzen 
der Größe M. auch endlihe Theile hervorgehen. Die VBerbeflerung dieſer 
Fehler Hat man in dem folgenden Probleme 155 zu ſuchen, wenn in de 
befondern Gleichung gleiche Factoren erfheinen. Sch habe es aber sr 
gezogen, die Mühe diefer Sorrection dem Fleiße der Lefer zu überlafen, 
als diefes Werk von einem ſolchen Irrthume zu befreyen; denn es f 
oft weit nuͤtzlicher, die Irrthümer, in welche auch die Geübten falls | 
können, zu erhalten, damit diejenigen, die fich mit diefem Gegenſtande 
befafien, defto beſſer lernen mögen, mit welcher Behutſamkeit man za 
Werke gehen müffe ‚um fih im Schließen nicht zu Läufchen. 
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Zuſatz 3 


G. 1166. Eben fo merkwürdig ift auch die andere Erfcheinung, | 


welche und diefe Auflöfung barbiethet, dag nänlich, welche Zahlen- 
werthe auch für =, ß, 7, 5 genommen werden mögen, immer fol- 
gende Gleichungen Statt finden: 
— 85 
R. I 1 0: 
Ed aa Taerar 
ı 


— + — — — 
— 


1 1 
+5=90-30-5 17-90-5907” ° 
u. ſ. w.; 


ſo viele Zahlen auf dieſe Art auch genommen werden. 


3ufaßg 4. 


+. 2167. Wenn man die Sormel P in ihre einfachen Factoren 


anfloͤſt, und ſetzt 
P=Nat+)G+)G+N...C+96CH+9) 

ſo Bat der früher ($. 1158) gefundene Integralausdrud, naͤmlich 

Ny == e ar yela— P)x dx fe® —N* dx ser» x dx. 

Jee—»xax yes Xäx, . 

wegen den gleichen Factoren Feine Schwierigkeit; defto fchwieriger aber 
war die Entwickelung der Iegtern Form, durch welche das Integrale in 
Theilen, welche aus den einzelnen Factoren entflanden, dargeftellt 
wird, und welche für die Anwendung bey weitem geeigneter zu feyn 


ent 


Unmerfung. 


$. 1168. Das im Zufage 3 bemerfte Ergebniß verdient unfere 
Aufmerffanfeit um fo mehr, weil ed auch auf die gemeine Arith⸗ 
metik uͤbertragen werden kann, wo es vortreffliche Anwendungen zu 
haben ſcheint, beſonders weil ſeine Demonſtration nicht ſo klar am 
Tage liegt, und eine tiefe Kenntniß der Analyſis erfordert. Ich glaube 
daher, daß es nicht unzweckmaͤßig iſt, wenn ich dieſem ſchoͤnen arith⸗ 


metiſchen Theoreme hier einen Platz einraͤume, und zwar um ſo mehr, 
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weil die bier aus einander gefegte Auflöfung des Problemes ohne Be: 
weiß jened Lehrfages keineswegs vollendet wäre. . | 


Arithmetifher Lehrfag. 

$. 1169. Wenn man noch fo viele Zahlen a,b, «, 

d, ... bat, und man bildet aus denfelben, indem man 

von jeder alle übrigen abzieht, folgende Producte: 
(a— b) (a— c) (a — d) (a—e)...=%, 
(b—a) (b—c) (b—d) (b—e)...=%, 
(e — a) (c—b) (c—d)(c—e)...=6C, 
(d—-)(d—b)AdA—)(ld-e)...=D, 

u. ſ. w., 
fo wird immer folgende Gleichung Statt finden: 


its5tst35+ =“ 


‚Beweis. 


Man betrachte nach den in der Einleitung zur Amalia gelehrten 


| Prineipien | den Bruch 
| 7 


| (z — a) (e—b) (ze — c) ad). 
wo Z eine folche rationale, ganze Sunction von z ; begeichnen fol, a 
welcher die höchfte Potenz von z Fleiner ift, als die Anzahl der Zar 
toren im Nenner, fo wird man diefen Bruch zerlegen Fönnen in fi 
gende einfache Brüche, welchen zufammen genommen er gleih Hi 
nämlich: n 

tt tr — 

Um nun diefe Auflöfung zu bewerfftelligen, feben wir jenen 3df 
ler Z== 2°, wobey n eine ganze Zahl bezeichnet, die Fleiner ift alt 
die Anzahl der Factoren ded Nenners, fo werden die Zähler diefe 
Theilbrüche auf folgende Art beitimmt : 

an 


"ah Zur @—d). 


B= (b—a) AoaZ5 ...' 
C= Ä 








2 — 6 


A= 


ca 
(e—a) (c—b) (c—d)...’ 
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Da alſo jene Brüche negativ genommen, naͤmlich 


C D Ä 
tm ttrnt. 
bem vorgelegten Bruche addirt, verſchwinden, wenn z die letzte der 
gelegten Zahlen a, b,. c, d bezeichnet, deren Anzahl fogar größer 
nt ı ilt, fo febe man. . 
(“—b)(a—c) (a —d)...a—)=X 
b—-)b—)b—-4)...0-)=8%, 
(e— a) — b) ( — d):...cC—D)=LC, 
‚do. an (de. .da-)=Dd, 


2* 


——— a 9% ee 
daß 7 — den vorgelegten Bruch beein. Hieraus Teuchtet nun 
‚ daß ie Summe aller diefer Brüche fey: | 


GtratrTtst tg 


n nur n P ı feiner it als die Anzahl der Glieder. Wird alfo 5 
20 gefegt, fo entfteht der Ball unfereß Theoremes: 


3ufasb ı. 
$. 1170. Überträgt man diefe Bemerkung auf die Zahlen A, 
©, +». welche wir oben (1160) beſtimmt haben, und wo ein 
ser Unterfchied in der Bildung ber Factoren wohl zu bemerken ii 
yird man einfehen, daß | | 


u. f w. 
man endlich auf folgende Form Fömmt : 
+ an—ı + m 1 + rm 1 + 


da—ı 


Ge 
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deren Summe nicht mehr verfäwinber, fondern dem Bruche - gleich 
wird. | 
3ufag = 


Ä g. 1171. Dieß kann man auch aus der Entwickelung der im 
Lehrfage aufgeftellten Form folgern, denn nimmt man an, jener Aus⸗ 
druck ſey 
zB-1 BE vor 
(e_a) 2b) @—o). — —5 
wobey die Anzahl aller Größen a, b, c, ....=:n iſt, weil bier der 
Zähler ze: eben fo viele Dimenfionen hat, ald Factoren im Nenner 
erfcheinen, ſo iſt die in diefem Buche enthaltene ganze Zahl die Einheit. 
Diefer Werth wird auch nach geſchehener Aufloͤſung beybehalten, und 


verwandelt ſich in F, wenn man ibn auf d den erwahnten Sata ampendet 


Anmerkung. 
F. 1172. Nachdem wir nun dieſen Lehrſatz erwieſen haben, für 
nen wir endlich deutlich a posteriori nachweiſen, wie das oben ($. 1160) 
aufgeftellte Integrale, der dort vorgelegten Differenzialgleichung Gr 
nüge leiſtet. Denn hat man die Ausdrüde $. 1170 bemerft, fo wid. 
man, da wir oben das Integrale 
= ee æx year Lem ßx vßi Xixı. 
y X Se Kir ne SE RIR te. 
gefunden haben, durch fortgefebte Differenziation erhalten : 
I. — ’ e ax year Xdx — = — PX reßx Xdxr—.. 





de y a __ . — 
dx — 7 e @* fe"Xdx +8 = px feP* Xdrt.. e: 


—o— — e @° fe**Xdx — [ e Pr yet Xdx —... 


u. ſ. w. 
bis man auf den Ausdruck Fömmt: 


dn-ı Y_ +. an—ı 


dan-ı 


Hieraus gibt fih nun folgende Differenzialformer : 


= en pornxar HEUER yehtgäst- 


— 551 zum 


lay 72 — —_ Po _ 7 
ia. +7r° az rg%X Xdx + * PX eß* Xde +... 





+[ ei . . Jx 
IF+ts+ 18. 
wo das lebte Glied in IX übergeht. | 


Multiplicirt man nun alle dieſe Ausdrüde einzeln mit den Groͤ⸗ 
fen A,B,C, D...N, fo wird man, weil 
A—Ba+C®—- Dart... INaoso' 
| A—BB+-C®— DB +... I Nßp=o" 
it, und weil überdiß a — z, B+z, y-+z, ... Factoren des 
Ausdrudes 
A+Bz+ CL Der... Ne 


find , ofenbar erhalten | 


„» 


dn 
Ay+ Bi L+ycZ+DI+:. .+ N Y x, 
welches die Anfangs vorgelegte Differenzialgleichung ei iſt. 


Auf g abe 154. 
G. 1173. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
eines beliebigen Grades: 
d2y DE) 


— ey 
X=Ay+B2 +7 +DS3 +... IND. 


Wenn nun der hieraus gebildete algebraiſche 
Ausdruck 


P=A+Bz-+- C2+-Dz+...+ Ne 
Swen einfahe imaginäre Sactoren bat, die in dem 
auadratiſchen Factor 
f? + afz cos. 0 + 2 
enthalten find, fo foll man die demfelben entfpre 


chenden Theile des Integrals beflimmen. 
Auflöfung 


Es ſeyen a-z md B-+z biefe zwey imaginären Sactoren, 
ſo daß | 


| — 552 —————— 
f(cos. 4 V— sin. 0) und 
ß = f (cos. 0 — V—ı sin. 0), weil 
+) BLZ) —= RL - afz coS. + = 
ift, und man. feße 
. Pl tm +, 
Q=XA+Bz-- C2+.:.+ Na. 


Da alfo die aus jenen beyden einfachen imaginären Factoren 
entftandenen. Theile : des Integraled 


re —@X fe? Xdx +57 Px yrkXdr—v. 


woben 








fo muß man bdiefe imaginären Werthe auf einen reellen. Augdruck jo 
rüdführen. Es werden aber A und B imagindre Größen ſeyn, welche 
ſich aus der Form 


¶ oos.0. EV tin + 9 
j ergeben, wenn man ftatt z ſchreibt: | 
— f cos. T vV—ı f sin. 6. | 
Hat man aber diefe Subftitutton gemacht, fo findet man 
Q = Ar —. Br cos. 0 ++ -Cif.cos. 28 — DIR 006.30 +.. 
IT V-—ıB‘fsin.0 + V—ıC'fsin.20T + V-aDr sin.30 +. 
Man ſetze Kürze halber 
A’ — BVf.cos. 8 + CR cos. 20 — Dip cos. 204 u... Br 
und 
— B’/f sin. + OP sin. 20 — D’/f sin. 39 >... = 
ſo daß . . . — 
23M NV—ı vo 
wird, wo das obere Zeichen für die Größen « und A, das untere aber 
für die Größen ß und B gilt. Es wird alfo feyn: 
A — — 2aY-—ı fsin.$: a HnVN und 
= + 23V ein. (MM NV), | 
und daher ift 


— er GE ——— — ——— 
va + 
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(g us T—A + 009) 3 — 


qia⸗g; uaapınBoun mag 2 308 uvm magdı gumı uagasar zummmglag ð sgoa@ 190 gnv 2 


ei goIng 


9 us J (16 + 2) 








9 s09 x) — 


us xpx —X — uis 26 — &°s00 25) o — 
& 


°s09 PX 6'509 1436 00 16 + us ) 


9'800 xy — + 


hg runs 27 = 6 hagom ” 


= 4 


pm uagu)n? T— Arc + US Pnageng naıynBoun uag uv Invavq pujbnꝰaoa 29 of zug 99 HLun °S 


:uda] ——88 934 1194% >3pn]>B 299 23409 gu 92 


6 us xpx 9 s00 230/ (6 um 15 — &°s00 6) ı— Av 
5 °809 xpx g 00 230/ (6 soo 16 + Sun 5) T— Av 6 


(& uie — — 6.309) xpx j 


9 soo xy —I — 


so 13 I = 


«so zy0/ (dus ı ıZA 7 $ 's0) 9500 2 I M-ASHE) + 


(4 u T—A + 6 500) xpy 9 soo z;9/ (dus 1— A — 6 °s00) 9809 x —? — — 


o uis 3 (26.6) 4 ı— As 


u⸗ↄinvqao uvm qajaı ol 66 uis x 7 103u19% 299 299106 ↄlany da) 


[(g "ars x ) us A — (g’uls x7) 00] 9.809 2,9 
gun [( “us xy) ’uıs ı—A + (9 ‘us xj) soo] 9'809 5,9 


xg® 


av ıHlı 923 


De] 


Euter’s Integralrechnung. 11.92. 
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ſchreibt „weßhalb hier die Bequemlichkeit Statt findet ‚ daß man für 
zu ſchreiben muß: 


(— A}. (0os, n0 + v=ı ı sin. n0). 


3ufaß 2 
P 

| a Ä 
ift, fo Fann auch aus dieſem Ausdrucke durch diefelbe Subftitution die | 
imagindre Sormel M-NY— ı gefunden werden, woben aber ju 
bemerfen ift, daß durdy diefe Subftitution fowohl der Zähler P ald 
auch der Nenner verfchwinde. Hieraus leuchtet nun ein, daß der Werth 
jener Sormel richtig erhalten werde aus dem Bruche 


$. 1175. Da 







dP - ap 
2 ef cos. 6 +2) de  —_avVan.fem.6de’ — 
Zuſatz 3. 


1176. Bei alfo | | 
= B-+ 202 +3De + 4Em ih... tale 
ift, und wenn man 


9mB — aCf cos. 8 + 3Df? cos. 20 — 4Eß 008. 304.1: 
. + nNfe-:tcos. (n — ı)), 


A= — 2Cf sin.d + 3DR sin. 20 — 4E£ sin. 30 +... 
.. tt nNf- sin (n—ı)k 
"Damit durch. diefe Subftitution 


dp 
z=P+V-ın 
erhalten wird, fo werden wir finden: 
MLVTIN- Pre „Zar Vd 


avi fsind °. - afsin.d 
und daher ift 
N — ud NE —— » 


2f sin. 6 af sin.6° 


„Var v0 4 Cl 


Zuſatz 4 
6. 1177. Der Theil des Integrals, welcher aus dem doppelten 
Factor 2 + 2fz cos. 0 + 2? entfteht, wird alfo unmittelbar durd 


” — . 355 — 


die Groͤße P und den daraus abgeleiteten Werthen P und Qausge⸗ 
drüdt, wenn fx sin, O= pP gelegt wird, folgende ſeyn: 


‚= Fre [(P cos. — A sin.) fe‘* cos. Xdx cos.9 


+ (P sin. 9 + 2 con. 9) sel? Sin, 0 Xax sin. 9]. 


Anmerkung. 


F. 1178. &o viele doppelte Factoren alfo der Ausdruck 

P=A+Bz-+C2+Dz-+.. 
auch haben mag, fo werden doch für die einzelnen Bactoren mit Hälfe 
diefer Vorfchriften die Theile des Integrales Leicht beftimmt ; und weil 
die Auffindung der Theile, welche den einfachen Factoren entfprechen, 
diefe mögen ‚ungleich oder gleich feyn, nicht geftört wird, fo wird man 
durch Verbindung aller Theile in eine einzige Summe das vollftändige 
Integrale der vorgelegten Differenzialgleihung erhalten. Allein diefe 
Vorſchriften find doch nicht hinreichend, wenn zwey oder mehrere diefer 
quadratifchen Factoren einander gleich find, denn folche Säle erfordern 
eine ganz eigene Entwidelung, ähnlich jener, deren wir uns in jenem 
Zalle bedient haben, in welchem zwey oder mehrere einfache Bactoren 
einander gleich waren. Um aber diefe Abhandlung nicht zu fehr in die 
Länge zu ziehen, fo wird es hinreichend feyn, den Ball für zwey gleiche 
quadratifche Bactoren zu entwideln, weil dann die Methode Teicht auf 
mehrere auögedehnt werden kann. 


Aufgabe ı55. 
$. 1179. Wenn die Differenzialgleidung eines 
beliebigen Sroad⸗⸗ 

Naar tat N 
gegeben ift, und enthält der hieraus gebildete alger 
braiſche Ausdrud | Ä 

E P=ALBz-+C22+Dz +... + Nz 
das Auadrat eines doppelten Factors, nämlich 

| (R + a3fz cos. 8 4 2°)”, 
fo foll man den ihm sugehärigen Se des Integrales 
aufſuchen. 
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Auflöfung 
Seen wir alfo 
P= (Pf + afz cos. + » Q, 
fo wird 
0=4LBz+U8-+... + Ne, 
und feßen, indem wir und anfänglich um die imaginären Größen nicht 
fümmern: 
a == f (co.0 + Y—ı sin. 8) und 

| - ß=f (co. — Y—ı sin. 0), 

fo daß a 
Pa(tı) +2? 
Mrun ſetzen wir nach den Vorſchriften, welche wir $. 1168 für 

zwey gleiche einfache Beetonen gelehrt haben, daß der Ausdruck 


(a 3)? 642 Q 
fr z=—ainı! übergehe der Auddrud 


a 


aber für sz=— PB in B. Sind die Größen A und B gefunden, fo 
werden, wie ich am angeführten Ort gezeigt habe, Die hieraus ent: 
ſtehenden Theile des Integrales folgende feyn: 


ze" SAx fert Kart 5 — PX (dxfe!Xdı—v, 


welche wie, da fie num imagindre Ausdrüde enthalten, auf eine reelle 
Form zurüdführen müſſen. ‚Segen wir alle, wie in dem vorbergehens 
den Probleme 
Mu A! — Bef cos. 9 + C’f? cos. 28 — D/f} cos. 30 + .. 
2= — Bfsin 0 -+ CP sin 28 — D’f sin. 39 +... , 
fo. daß die Größe Q, wenn | 

z=—am=— f(cotd -+ vo sin. ©) 


geſetzt wird, übergeht in M--NYV:, für 
zer ß=— f(od— —ı sin. 6) 
anM—-NV-ı. Da nun | 
Bar = (—2y<ıfsiafe — 4 iin, 


welcher Ausdruck auch (a — B)* gleich iſt, fo wird man erhalten: 
Am — 465 sin. (MANV-ı) um 
= — 45 ain. (M-NV- ı),. 
und daher 
— 4£ sin. (ML-NIISM— NV ı) et /dxfe?’Xdx 
+(MENRV- 1) eTPryäxyeß’Xdx, 
Wird aber fx sin. d—p gefept, fo wird, wie wir gefehen 


haben; | | 
et — efz cos. 6 (cos. $ + V-- 1 sin. 9); 
ET ar en fr cd (a, — Vi sin. 9); 
efX u efx cos. 6 (cos. 9 — v— ı sin. 9); 
e Pr oe fr con (eos. -. V sin. 9); 
und daher verwandelt ſich das zweyte Glied jener Gleichung in 
+ oe fx co.6 [M co. 9 — R sing — NV—ı cos. 
— MV- ı sin. g] dx fef* 0.0 Xdx (cos.9 + V—ı sin.g) 
+ efzcos.0 [M co. 9 — NR sin. g +NRV-—ı cos. p 
+MV-— ı sin.p] Sa x fofx cos. Oxdx (cos.ꝰ — V— ı sin. 9), 
wo die imaginären Theile von felbft wegfallen, fo daß man num erhält: 
[- oe fx cos. 6 (M 0.0 — N sin, o)/d x fo cos. Oxax cos. jh 
— er cos. 6 (N cos. HM sin. fax fe" co. gar sin.p 
v — 2(M2 + N?) f2 sin. 92 
oder auch 
(+ (M cos. — 
— eo fs cos.6 |__ Mein. o)fäxfeleondxar cos. p 


„(DREH ND Rein.) (M ein. 9 + 
+ NM cos.9) dx fol °0s-@Xdx sin. ? 


welcher Ausbrud von imaginären heilen ganz frey ift *). 


Zuſatz ı 
‚ $. 2180. Weil die imagindre Zormel M + NV—ı aus der 





*) Auch Diefe Auflöfung bedarf einer forgfältigen Verbeſſerung, welde wie 
dem Fleiße der Lefer überlaſſen. 
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Größe Qentſteht, wenn man ſtatt z ſchreibt: 
, — f (cos.$ + v—ı sin. 0); 
fo wird man fie durch diefelbe Annahme auch aus dem Ausdrude 
CEEIETET 
finden, allein hier wird ſowohl der Zähler als ber Nenner verfchwinden. 


Zufaß = 
$. 1181. Man findet alfo denfelben Werth auch aus der Formel 
dP 
4dz [f> cos:8 ++ fr (1 -++ 2 cos.8?) -> Bfz? cos.9 + z°]’ 
wenn man auch bier. wieder auf diefelbe Unbequemlichfeis ſtoͤßt, fe 
wird man ihn auch erhalten aus der Formel 
ae p 
4d 22 [f2 (ı + 2 008.92) + 6f: cos. 6 + 322° 


> 3ufag 3. 
$. 1182. Man ſetze bier zuerft im Nenner 
zu—f (cos. @ + V— ain. 6), 
und man wird folgenden Ausdrud erhalten: 
—_ dP 
' 81? d 22 sin? 
Da ferner 


—Z=C+3Dz +6Er+.. ‚„ieozr Ne 


1.93 
iſt, fo ſetzen wir Kürze halber | 
P=C— 3Df cos. 0 + 6ER co. 20 —. 
..+. dt — v cos. (B—2)4, 
= — 3Df sin. 8.4 6ER ein ab. | 
Ä ob SI NE sin, (09), 


{0 daß man nach gehöriger Subftitution erhält: 


PP taVn 


— 550 —— 
ıd daher 


——. P 
m4NVù̃ ̃n 4R — 





lglich 
m — * und N — — 


4f2 sin.2 0 4f2 sin.2-9’ 
Iche Werthe man alfo in den gefundenen Theil des Integrals fube 
huiren kann. 


Bufag 4. 
g. 1183. Hat man aber dieſe Subſtitution gemacht, gibt das 
uadrat des doppelten Factoro, nämlich 


(ſ 4 2fz cos. F 2*)? ' 
genden Theil des Integrals: 


_ ge fx cos. 6 +(9 cos. P—Qsin. 9) /dx fefx cos. OxArcos. 9 
F +2 Pe, cos.g)S dx fe" “os xdx sin. 9 
ı 9 den Winfel fx sin. 0 bezeichnet. 


Anmerfung. 
. 6. 1184. Vergleihen wir diefen Ausdruck mit jenem, welchen. 
e im vorhergehenden Probleme gefunden haben, fo wird ed faum 
thig feyn, für die verwicelteren Faͤlle eine ähnliche Entwidelung 
eich vorzunehmen. Wenn 5. ®. die Größe 

P=A-+-Bz-+-C*:+-Dz2+...+ Nr 
ıen quadiatifchen Factor in der dritten Potenz enthält, nämlich: 
(® 4 3fz co.0 + 2°), 

beftimmen fich die Größen P und A fo, daß ‘ 
== D — 4Ef cos.d 4 ı0oFf* cos.28 — 20Gf? cos.30 +... 


. 1 en cos. (n — 3) 8, 


= — get sin. d + ı0oFft sin. 28 — 20Gf? sin. 304 .. 
‚+ — NEAs sin. (a — 3) 1, 


— 1.3 
d nach Auffindung dieſer Werthe wird der zugehörige Theil des In⸗ 
rales tom: 


—⸗ 360 — 


ae fscon Of 4 (P eos. — Qein. 3) /d x/dx /e ο. 8 Kir ον.5 

+ o J4in. 2 Q cos. y)yd ./Cſx coS). Oxdx ain.9 
und man wird beym weitern Fortſchreiten auf keine Schwierigkeit mehr 
ſtoßen. Ich glaube daher die Auflöfung der in dieſem Kapitel vor: 
gelegten Gleichung fo gut ausgeführt zu haben, daß nichts mehr zu 
winfchen übrig bleibt. Inzwifchen wird dieſe Materie nicht wenig an 
Deutlichfeit gewinnen, wenn wir die gegebenen Vorfchriften auf bes 
fondere VBenfpiele anwenden, und für diefen Zweck ift das nächfte Ka⸗ 
pitel beftimmt; früher aber wollen wir noch eine vortreffliche Eigen 
fehaft folcher allgemeinen Gleichungen anführen, welche in der Ana⸗ 
Infis einen ausgezeichneten Nugen zu haben ſcheiut. 


Aufgabe ı56. 

$. 1185. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
irgend eine Grades. 

A . .. T 
‚wenn nun die hieraus gebildete algebraiſche Formel 

P=A-+Bz-+Cz + Dz2! +... Nzets 
aus zwey Factoren befteht, wenn ndmlid P=0R 
ift, fo daß 

G-AtBetbat... Ne und 
R=atbz + (2 +... P nar, 
ſoll man die Integration jener Sleihung auf die Im 
tegration zweyer einfahern Gleichungen zurüdführen. 
Auflöfung. 

Wenn wir zuerft den (1158) gefundenen Sutegralausdrud ber 
teachten, fo bemerken wir ohne Schwierigfeit, daß, nachdem wir die 
Gleichung 

X ... 
integrirt, und daraus den Werth von v mittelft x und X beſtimmt 


haben, der Werth von y für die vorgelegte Gleichung aus ber nad» 
ftebenden fich ergeben werde : 


ds 
v=oy+b2 +e Ir... +, 
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effen Beziehung auf der Stelle befaunt wird, wenn man-bie aus dies 
ꝛr Gleichung fich ergebenden Werthe für vw und feine Differenzialien 
abflituirt, denn man wird helten: 


—öB——— 
—Ba +% +%e 
Ca +C€ 
+ Da. 
Da aber der . Vorausfepung gemäß P—= OR ift, fo muß man, 


enn die Reihen Q und R mit einander multiplicirt worden find, 
othwendig erhalten: 


Aa; B=N Ba; C= Ae + Bb + Eaz u.ſ. w. 
nd fo wird dieſe letzte Gleichung auf die vorgelegte ſelbſt zuruͤckgefuͤhrt. 


Zuſatz ı 
F. 1186. Wenn wir bloß auf die einfachen Sactoren fehen, fo 


ird das Integrale der erſteren Gleichung ausgedrüdt durch Glieder 


on der Form 
v=Te”*" ve" Xdx...; 
38 Integrale der letztern Gleichung aber durch 
y=de-PX fe’vdx.., 


3ufag 2. 
$. 1187. Qubflituiren wir nun in den einzelnen Gliedern des 
sten Integrales die einzelnen Theile des erſtern, fo wird man 
rhalten: 
y=T%&äe” PX seP—a)tgx fort Xdx, 


yelcher Ausdruck fih auf folgende Form zurucführen läßt: 





y= 


er (eT @% fett Xdx — e” PR yeßt XGS). 


Sole Glieder werden nun unmittelbar durch die Integration 
er vorgelegten Gleichung gefunden. 


Zuſatz 3. 
$. 1188. Wäre hier B= a gewefen, fo hätte man ohne ale 
\ 


ar e- 562 ER \ 
Rebuetion fogleich den Ausdruck erhalten: 
y=Tö&e- %* yäx fe®! Xdx, 
welche aber für den Fall zweyer gleicher einfacher Bactoren gefunden 
worden if, Da übrigens bier alles darauf anfömmt, die einfachen 


oder doppelten reellen Zactoren zu finden, fo wird die vorgelegte 


Gleichung felbft, nach der fruͤher entwickelten Methode, ſehr leicht 
aufgeloͤſt. 


% 
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Kapitel v. 


wendung der im vorigen Kapitel gelehrten Iutzratpne- 
methode auf Beyſpiele, 


Aufgabe ı57. 


$. 1189. ©, tolgende Bifterinettnng 
Beben: 





. x = aty +Z Er 
n beſtimme das vollſtaͤndige Integrale derſelben.“ 


Auflsſung. | S 

Hier ift alfo P= ar -— zu, wobey zuerft zu bemerken iſt, daß 

er Ausdruck, wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet, den einfachen 

tor a 8 enthalte, woraus der- Theil ded Integrald gefunden 
d: I | 


\ 


1 __ 
x © ax sed* Xdx, 





bey der Werth von A aus dem Ausdrude 7 — hervorgeht, wenn 
n dafelbſt ⸗ = — a ſetzt. Da nun dieſer Werth auch 
| "dP 
7 = nz"! 


ß wird, weil n — ı eine gerade Zahl bezeichnet, Yzoarmı 
g, und daher ift diefer Theil des Integrals | 


= @E yet® Xdx. 





_ 
n au: 


Alle übrigen Factoren enthält ber Ausdrud 
a? — 242 cos. 6-2, 


ye= et» ift, k’aber eine belichige ganze Zahl bezeich- 


y und x einen Winfel, der gleich iſt zweyen Rechten. Vergleicht 
m dieſen Ausdrud mit der Aufgabe 154 und Zuſatz 1, fo wird 


=— a, und wei z = a (005.0 + v-ı sin. 0), fo erhält man 


d der Sormel ] 7 die Gleichungen; 


\ n n a2—ı 
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P na—: cn. (n—ı)0 und A = na-ı sin. (n — | 
da alfo 
| co.nd = — ı und sin.nd =o 
it, ſo wird auch fen: 
P — narı cd nd QD— na sind. 

Wenn daher 

| fx sin, = — a ein. 0629 
geſetzt wird, ſo iſt der aus jedem doppelten Factor entſtehende 
des Integrals 


et cos. cos. 8 cos, P— sin. # sin.p) fe” ax co8. 0 Xaxcoı 


na (cos. sin.9 ei sin. 0 cos. 9) Se” ax cos. Ö Xdy sin 


oder 

_ get} 00.0 2 

u, Leon. (0 — 9) ge ®* 008 Xdx cos. $ 
— sin, (1 — 6) fe 00% 9 Xax sin. 


und, wenn man den Werth von 9 wieder ſubſtituirt: 


axc 
—3e os 6 


[eos.(d-Hax sin. 8) fe? °0% 9 Xdx 00s. (ax si 
-+- sin. (0 -+- ax sin, 6), fe ®* ©08- 9 Xdx sin. (axsin, 


Nun fege man für 0 nach und nach die Werte - —* * ==, 
fo Tange fie Pleiner find als x, und hat man alle diefe Yusdeid 
eine Summe gebracht, fo werden fie, wenn man in jenem Fall 
welchem n eine ungerade Zahl iR noch! den Anfangs gefund 
Ausdrud 


—— e-.: yorı Xdx 


nan—ı 


hinzu addirt, das vollftändige. Integrale geben. 


3ufaß ı 
. 1190. In dem Falle, in welchem n eine ungerade Zahl 
wäre zwar = der letzte Werth von ©, welchen man aber Bier ai 
Acht zu laffen angegeben hat; dann aber würde man, wegen 
| axsin.d=o md cam — ı 


zum legten Theil des Integrals erhalten: 


ee 3065 — 


gem 

n an—ı 
ielcher das doppelte von jenem ift, ben man zu nehmen hat. Der 
rund hievon liegt darin, daß, wenn 0 = = geſetzt wird, der, Aud⸗ 
ruck at > aaz 2? nicht mehr Factor ift, ſondern die Quadrat 
mrzel a + z deöfelben, und daher mußte diefer Fall für fich erörtert 
erden. 


fe: Xdx, 


3ufaß = 
$. 1191. Wenn X = o ift, fo gehen die Integralformeln in 
illkuͤrliche Conftanten über, und aus bem Factor 
a? — gaz cos.0 4 2* 

Halt man den Integraltheil 

0 * cos. 8 . 

— [A cos. (d ax sin. 6) + A sin. (0 4 ax sin. 0)], 
elcher ſich auf folgende Form bringen läßt: | 
Acat c08d 005. (2--ax sin, 0), 

obey 2 einen beliebigen unveränderlichen Winkel bezeichnet, wie wir 
weitö oben gefunden haben. ' 


Aufgabe 158. 
$. 1192. Das vollfiändige Integrale der Diffe 
enzialgleihung 


ß finden. 
Auflöfung. 
Der hieraus entftehende algebraifche Ausdrud P = ar — z" ent: 
dlt immer den Factor a—z, und hieraus ergibt fih als Theil des 
Integrals: 
7 ers fe“ Xdx, 


a 
bu 


bey A ——, für za bejeichnet. Da alſo auch 


k, ſo wird man 


— 500 — 
erhalten und daher ift der er zughöris⸗ Theil des Integraled 
= gi: je Xde 
Wenn fernet n eine gerade Zahl, mithin n — ı eine ungerade 
beseichnet, fo wird auch at z ein Factor feyn, und diefer gibt den 
Theil des Integrals 
— —— — fer: Xdx, 


nan—ı 





Alle-übrigen Factoren von P haben die quadratifche Form 
a? — 2322 008,0 + 2%, 





wobey der Winkel 9 = I if. Wergleichen wir biefen Ausbrıd 


mit dem allgemeinen oben angenommenen 
+ 2fz cos.9 + 2, 
ſe finden wir f=— a, und man muß aus der Gleichung 
gr = — nzı! 
dz 
bie Formel P 4 AV—ı ſuchen, nachdem man 
| z=a(co.8 + V—ı sin. 9) 
gefegt hat. Hieraus ergibt fh 
P=— nam cos. (n—ı)d nd AQ=— na! sin. (n—ı)l, 
oder, weil cos. nd = ı und -sin.nd — o ift: 
Pas — nam! cos.d und Q = 4 nar-ı sin. . 
Wird nun der Winfel — ax sin. — 9 gefegt, fo erhält mg 
nah $. 2177 folgenden Theil des Integrale: ' 
zeizcosör —- cos. 8 cos, — sin. O sin. ) fe A °08.0 Xazcos.p 
mar! fi (— cos. dsin.g +sin. d cos. g), fe” 2X cos. O Kar ru, 
welche wie vorhin auf nachfiehende Form zurückgeführt wird: 


x cos. 
* 





— 2— 


[cos.(d + ax sin. fe ax cos. 6 Xdx cos. (ax sin.d) 
 +sin.(d-+ ax sin. d) je 0:0 xx sin, (ax sin.)]. 
Nun fehreibe man hier für © fucceffive die Mintel — / =, 


nan—ı 


—, 2.0, fo Tange fie Heiner als = find, und bringe alle diefe Theile 
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t den Anfangs gefundenen, und auch mit dem zweyten, wenn-n 
e gerade Zahl ift, in eine Summe, fo erhält man dad geſaqhee In, 
tale oder den Werth von y. 
| Zufasß. 0 

F. 2193. Da der allgemeine doppelte Factor 

| a? — 242 c0s.0 + z? 
den Sällen, wo 6=o und d = x die einfachen reellen Faetoren 
— z und a nicht ſelbſt, ſondern die Quadrate derſelben gibt, 
ift einleuchtend, daß der hieraus entwickelte Theil des Integrals 
ch einmahl fo groß ift, ald jener Theil, welchen man nehmen muß. 
. Aufgabe ı59. ' 

$. 1194. > gegeben die Differenzialgleihung 


xe,+2 4 Ze +2 
an fuhe das volliändige Integrale berfelben. 
Au f Iö f ung. 
Die hieraus entftehende algebraiſche Formel iſt 
. .. te, 
ren ſaͤmmtliche Factoren aufgefunden wetden muſſen. Da alſo 
met ift, fo wird man die Factoren des Aus drucks 1—- 201 


(mE 
m 





ı 
t Ausnahme des Zactord 1 —z nehmen. Es iſt alfo zuerſt ein⸗ 
ichtend, daß, wenn n P ı eine gerade Zahl bezeichnet, der einfache 
ıctor a 4-2 vorhanden feyn werde, und hieraus entfieht des Theil 
8 Integrals 
ze eo * [et Adı N] 


iz: 


bey A ge mn gefeht wird. 


* 2 
wird alſo auch A = ern® folglich %=i(0+ 1) ſeyn, 
daß diefer Thail des Integrals \ 





e-* fe: Xdx 


5 n+ i 
rd. Es ift aber die Form der doppelten Bactoren 
. 1 — 23z cos. 0 4 zt, 
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wenn ber Winfel 0 = — — — gefept wird, fo daß wir nad) $. 1176 


f=—1ı erhalten. un Gerradite man den Ausdruck 

dP ı—Tn+ı)ze -.nzatı 

de — (1 — 5)? ’ 
welche für z=cos.d--V— ı sin. d übergehen foll in P +ay-1, 
und fo wird man erhalten: 

oo { ı1— (n-+1ı) co.n8 41n cos. (n +ı)8 
— — (n+ı) VA sin.n8 . nvV_, sin. (n+ 1) 
P * Qvu-1 1— 200504 008.230 - 2 sin. dv sin. 20 
Weil aber | 

sin. (n-ı)0=o md co. (n-ı)9= ı 
it, fo wird man erhalten: 
sin. nd = — sin.d und cos.nd = cos. 6, 
und daher | 
P+ ——— (n+1) — (n-++ı) c0s.9 + (141) VI: sin d 


— 3 008.09 + 3 c08.208 — 2 VA sin.6 (1 —cos.d) 5; 
oder 


ray n+ı ı — 008.9 + v- sin.® 


(1 —cos.6)° — cas.d — V-; sin. 
Multiplieirt man Zähler und Nenner diefes Bruches mit 
— 005.8 + vZi ein 6, 
fo wird man finden: 
PLA — — 76— [1 + c0s.4 — 3 c0s.29— VA sin.d (1 —-2 cos.d) 


3 (12 — cos. 6) 








fo dag 
P=>—;(la+ı)( tz co.e und 
und daher 


| _.@an+ 1)? 
""re= 2 (1 — c03. 8)? 
wird. Setzt man aber dann den Winkel — x sin. 9 fo er 


gibt fich 


_ . — (n-+ 1) [cos.(d — 2) — cos. (39 — 9) 
P cos. 9 Dinge — — 75 


P sing + 2 00.0 — + (n+ 1) [sin. (do) — sin. ad), 


32 (1 — cos. 6) 
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weil aber 
. — 
sin. — sin. b==—2 cos, . = b sin ba 
a 


ſt, fo findet man aus jenen Gleichungen 
Pc. — Q sin. 9 _ Zn 4 2) sin. ind 


a sin. 26 


P sin, + Q cos. geh .@han, 


a sin. 20 
Ind daher wird der gefuchte Theil des Integrales feyn: 
—- eX08d in.2g [sin. ; + ax sin. ) fe * C089 Xdx cos.(x sin.0) 


—.c05:2(36-+2x sin. 8) fe” * °08s.0 Xdx sin. (xsin.0)]. 
Man fubfituire alfo für 9 nach und nad; die Winfel 
ax 3 4r 6r 
n + 1’ n + ı’n +1 
o lange diefe Heiner fi nd ald x, bringe alle diefe Theile in eine 
Bumme, zu weicher, im Falle n--ı eine gerade Zahl ſeyn follte, 
noch der Theil m — 


man ben Werth von y erhalten. 


Zuſatz ı. 

$. 1195. Wenn die vorgelegte Gleichung ohne Ende fortfchreitet, 

fe daß alfo n eine unendliche Zahl bezeichnet, fo werden die anfänglichen . 
Werthe des Winkels 8 ſaͤmmtlich unendlich Fein, und. ihre Anzahl 
daher unendlich groß, bis endlich die gerade Zahl ah zur Zahl n ı 
ein endliches Verhaͤltniß zu haben anfängt; dann aber werden für 0 
lauter endliche Werthe in einer ſteigenden arithmetiſchen Progreſſion 
* iſt, und die bis x fortgeht; die 


Anzahl ber. Glieder aber ift ebenfalls unendlich groß. 


- Zuſatz 2 | 
F. 2296. &o lange der Winkel 0 unendlich klein iſt, nimmt der 
and —* entſtehende Theil des Integrals folgende Form an: 
— = - [8 + 29 fe-: Xdx — 2/e-: Xıdı], 
Suters —— 11, 9». a4 








u. ſ. m; 





ex fe: Xdx hinzuzufügen iſt, und fo wird 





erſcheinen, deren Differenz 





— 


indem man für & ebenfalls einen beliebigen Winkel nimmt. 


"gedrungen zu feyn, um diefelbe zu beantworten. In den Fällen, in 
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und da dieſer durch die dritte Potenz einer unendlichen Größe getheilt 
ift, fo muß man auch die unendliche Menge folcher Formeln als ver: 
fhwindend betrachten. | 
| Zuſatz 3. 
$. 1197. Wenn \=o ſeyn ſollte, ſo va man das Sutegral 
der Gleichung | 
wu 4 +: gun 
aufzufuchen hat, fo wird jeder Theil desfelben die Form 
et cos. 6 [A sin.z(30 4 ax sin. 0) + A cos. (30 + 2x “4 
haben, oder einfacher ausgedruͤckt 
Acer 088 cos. (@-+x sin. ed). 


Da alſo für 0 ieder beliebige Winkel genommen "werden kann, 
wenn n unendlic; groß ift, fo wird jedes particuläre Integrale jene 
Gleichung unter folgender som erſcheinen: 


A«G* °0%° cos. (x sin.d + 2), 












— inmerfung. 

6. 1198. Ob aber das der ohne Ende fortlaufenden Differn- 
zialgleichung , 

. 4 

X=,+?2 Hatratmt: 2 
wobey X eine beliebige Sunction von x ‚bezeichnet, entfprechende Inte⸗J. 
grale bequemer auögedrüdt werden fann, ald durch die Summe jene 1 
unzähligen verfchwindenden Theile; dieß ift eine Frage .einer höhers 
Unterfuhung, und man fcheint in der Analyfid noch nicht genug vor⸗ 


welchen X eine ganze rationale Bunction ift, wo nämlich 
X=a-tbx-+cx +dyı? rer +. 
hat zwar die Sache Feine Schwierigfeit, indem man, wenn 
y=a+ßx + y® +öx ex... + v 
geſetzt wird ‚ die Coefficienten a, ß, y... immer fo beſtimmen fans, 
daß nach arhöriger Subftitution eine Gleichung von der Korm 


dv dv d3v 
tz rertrTet 
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jum Vorſchein koͤmmt, welcher der Werth 
| va Ket 0⸗. 0 cos. (x sin. + 2) 
J als particulares Integrale zugehört, wenn für 2 und 6 beliebige Win⸗ 
fel genommen werden. Allein aus einem folchen gegebenen Werthe 
von X findet man: — | . 
a=a—b; B=b— 20; y=c—3d; 5=d— je; me —5f... 
Da aber im einen | u 
dx. - - d?y d3y 
| ‚di. tt 
ge iſt as, daß, wenn * = x — Im. + v gelebt wird, jene Glei⸗ 


chung immer in folgende —J werde: ' 
d’v 


J—— 


| Bufap | 
$. 2199. Hier haben wir alfo wider unfere Erwartung das voll» 
fländige Sr der ohne Ende forstaufenden Differenzialgleichung 


Xey+27 HEr+rnr+rnt . , ohne Ende, 
für welche, wie wir fihon willen: | 
; T=X—- IT +4c cos. 6 cos. (x sin. 8 + 2) 


if. Hier Fann das letzte Glied ohne Ende vervielfältige werden, weil 
De Winkel 2 und d gan; willkürlich find. Dieſer Ausdrud iſt mit jener 
ſehr verwicelten Sormel, welde aus der Auflöfung hervorging, für 


" Wleichgeitend zu halten. 
nn Aufgabe 160. 


$. 1200, Sey gegeben folgende Differentiak 


gleihung 

ndy n@a-hı) d?y un andy 
Xeyfily2 2 ai tr 3.adıs Tre 
wobey n eine ganze pofitive Zahl bereicnen ſoll, fo 
Daß die Anzahl der Glieder begrängt wird; man fu che 


Das vollländige Integrale jener Gleichung. 
. “ ah” 
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Auflsfung. 
* Die algebraifche Formel, welche wir bier zu betrachten Haben, iſt 


Pei+ ir ED elır)) 
welche alſo lauter einfache Gactoren hat, die ſaͤmmtlich ‚gleich sta 
find. Da alfo — — 2 allen „= —, ‚6 finden wir nach F. 2163 ſogleich 


das gefuchte Integrale 
yaarer-ır (dx /dx fdx.. fer %dx; 
wo die Anzahl der Integralzeichen dem Erponenten n gleich ift. Diefen 
Ausdrud aber kann man auf folgende Weife in einfache Integralien 
aufloͤſen, und zwar mit Huͤlfe der allgemeinen Reduction, ach welder, 
wie wir willen, 
ı [dx /Vdx = ı/Vdx — /Vxdx 
ift, es wird demnach | 
fix fe: Xdx= xfer Xdx — fer Xxdx 
- Sdx [dx fe Xdx = 
mr Se" Xdx — x/fer" XXdx 4 : fe" Xx?dx 
i fix [dx fdx fer xXdx= 
_ 8 fesXdx — IxtfearXıdx + IrferXr?dx — ferrXssdı 
— 1.2.3 ' 
u. ſJ. w. 
Da alſo die Anzahl der Integralzeichen gleich n ift, fo ſchließen 
wir, daß 
are ax 


= 71.0) xu-ı YearXdx _ EIN erfor Xrdrt 


MINI N a year Xx2dx — ,.. J. 


1.2 


Da bier jedes einzelne Integral eine willkürliche Conſtante mit 

ſich führt, fo ift offenbar dieß Integrale das pollftändige. 
| Zuſatz ı. 

| $. 1201. Wenn alfo X= o wäre, fo würde das vollftändige 
Integrale der vorgelegten Differenzialgleihung feyn: 
y=e- (Ay + Be 67,934 Dyei+..+-Mix-+N), 
wo die Anzahl der winktelihen Conftanten A, B, C... ebenfalls 
gleih n iſt. 0 
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Sufap = | 
g. 1202. Wenn n unendlich groß iſt, und zugleich bie Größe a 
endlich groß genommen wird, fo daß a S ne ift, fo.wird Die zu 
tegrirende Bleihung ind Unendliche fortgehen, und man wird 
halten: 


dy 25 d’y 
x=ı7+ a, tm he 


endet man aber die Integralgleihung auf diefen Fall an, fo verbrei⸗ 
t dieſes Fein Licht über die Sache, 


3ufog 3. 
$. 1203. Es mag aber y wae immer ſür eine Function vonx | 


yn, fo gebt fie, wenn man x 4 = ftatt x ſchreibt, befanntlich über 
ı folgende Reihe: \ | 
dy d?y | dSy Bu 
a.t amt 1.232.3.c3dx3 Tee | 
nd da diefe gleich X feyn muß, fo leuchtet umgefehrt ein, daß y 
ner Bunction von x gleich werde, welche aus X entfteht, wenn man 
aferbt x— - ſtatt x ſchreibt. 
Anmerkung . 
F. 1204. Um dieſes nun leichter einzuſehen, bemerte ich, daß, 
enn was immer für, eine ſbichung von der Form 
ds 
X=4Ay+B7 + ca +0 en 
amer ein particulaͤres Integrale ohne alle Integration naͤherungs⸗ 
iſe auf folgende Art een werden Fönne. Man fepe 
d?X ds X 
— —— rettete 
nd nach gehöriger Subftitution wird man erhalten: | 
dsX | 
KA HA + Arge +Agst-.- 
+Ba +Bß +By | 
+ Ca + 08 
| Ä | + Da; 
oraus ſich die Coefficienten a, 8, y, 8... fo beſtimmen, daß 
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«m -. wird, dann aber erhaͤlt man für die übrigen: 





7 en J 
ann | 
dem _ BE 
— SEE ar mnge mein 


u. Low 
und wenn man dieſe für den Fall unferes Problemes einrichtet, wid. 


vom ndX: , nm+ı)aX nat) (n+a)dsx 
‚=i- „ut ı.23.22dx? 1.2.3.a3dx3 Fe 


Hieraus ergibt fih für den Fall, in welchem n==co mm 
a—nc if: 
dX „. d?X ds x u 
— * 7773— + — 
und obgleich diefer Ausdruck ind.Unendliche fortgeht, fo beftimmt er 
doch offenbar jene Function von x, welche aus X entfteht, wenn man 


x— - — ftatt x ſchreibt. 
Begeichnen wir num diefe neue Sunction dur X’, und feben 
y=X'+v, fo verwandelt fi die Gleichung des Zufages 2 in 


dv d?v 2 DIV! oe 
ta Pa tt 
und jedes particuläre Integrale derfelben ift v — Ae- nozgm, wo⸗ 
bey n eine unendlich große und m eine ganze pofitive Zahl bezeichnet.‘ 





Zuſatz 2 j 

G. 1205. Das Geſagte Teitet mid auf folgende Betrachtung, 
rüdfichtlih der Summation der Neihen. Sey naͤmlich irgend eine 
Heide / 
ı 2a 3 4 x 
A, B,C,D......T 
wo das dem Zeiger x entfprechende Glied T irgend eine Function von 
x ſeyn fol.” Man febe die Summe aller diefer Glieder | 


A+-B+C+D+...+T=7 
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iſt einleuchtend, daß y eine folche Funetion von x fegn werde, daß, 
enn man in ihr x — ı flatt x feßt, eben diefe Summe y, mit Außs . 
ıhme des Testen Gliedes T, nämlih y— T, zum Vorfchein kommen 
erde. Setzt man aber x — ı ſtatt x, fo geht die Function y über in 

dy d?y dsy 


‚-7z+r — * 3.3.6 rt [€ 
ıd hieraus erhält man die Gleichung 


Wird diefe einmapt Integeitt, und /Tdx = x geſetzt, fo 
ıdet man à an a 
——— — _ey — - I __ — — — 0 
* 7 — rt Ina ie a3 rast 4 
id nun wollen wir fehen, wie wir diefe Gleichung integriren können; 
nn wir fie ein wenig allgemeiner darftellen. | 


Aufgabe 61. 


$. 1206. Das vollftändige Sntegrale der Diffe 
nzialgleihung 


ny n(n— ı)dy n(n— ı) n—2)dy 
i= a 1.2.322dx + 1.2.3.2 dx° . 
: fuden. 


Auflöfung 
Dan bilde aus der vorgelegten Gleichuns den algebraiſchen 
idruck 


n n(n= ı)z n(n—ı) (n— 2)? (1-5) 
52 —— + ee — — 
a 1.23.82 1.2.8.0 
er , 
anz 
er auabratifche Sactor dieſes Ausdruckes wird die Form haben: 
a? — 2a (a— 2) cos. 22 + (a— 2), 9— 


wobey 232 — = if. 


Diefer Ausdrud aber geht über in 
(1 — 08.22) — 222 (1 — cos. 22) + x = par sin. 2 — 
— d4assindt + 2°, 
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und gibt, wenn er mit dem allgemeinen Ausdrude 
f? - afz con. 0 I 2° 
verglichen wirb: | 
f= 2asin.2 und cos.d = — sin.2z 
mithin ift 
6:= 90° +2 und sin.d = cos. 2, 


wobey 2 =: it. Um nun den hieraus entfiandenen Xheil de 
Integrals zu finden ,' betrachte man die Formel 
dP_ —an la + (ann) 2] amapr 


ds anz? 
Sept man in diefer 
| z= — f (cos.d + Y-ı sin, 0) oder 

2* 28 sin.2(sin2a—V—ı 1008, 2) = a(1 ca. — Y— ı rein. 22), 
alfo . 
a — z=a(co. 22.4 Y-—ı sin.22), Ä 
fo erhält man | 

— ı +[n—(n— ı) (cos.2£ + VA ao | 


vr tee 3a de + vVasmamn—ndh 
? + ayaı= — 48° sin.&2 (cos.265 — VA sin, 3L) u 
Da aber ® 


cos. 2n2e=ı und sin.2an2=o 
ift, fo wird man erhalten: 
co8.2(n —ı)2a = cos. 22 und sin. 2a(n—ı)e= — ein. 22, 
und daher 


— —n + n (cos. ac — VI: sin. 2{) 
P + AvV-— 1* — 4a? sin ꝰ (cos. 25 4 VA sin. at)’ 


welcher Ausdruck fich auf folgende Form redueirt: 
P+aVZı= 

— Tr am (con. 22 — V sin. 22 — cos. 42 + V— ı sin.£), 

und hieraus fchließen wir, daß 


P —— (cos. 32 — cos. 4) = ⸗ — sin. 32, 


402 sin? 38° sin. 
— TR n 
| Q a2 sinat (sin, 2 2< — sin. 42) = Far ang 608.32, 
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‚und fo wird —— 


n? 
Pre 48° sin. 


; 
fegt man Ä 
9 24x sin. cos. = ax sin, 22, / 
fo wird man finden: 

P cos. pP — Asin.g = — 


30? sin,t 
P ing 4 Q ecos. ꝰ æ 


Der hieraus ſich ergebende Theil des Integrals wird demnach 





sin. (32 — 9) und 
cos, (32 — Pp). 
feyn:: 


4a? sin. d 
n 


e?ax sin.⁊ [sin. (32 — 9) fe *a* sin26Xdyx cos. ⸗ 
4 cos. (32 — 9) Se” aax sin. Xdx sin. dl 
wo man für 2 nach und nach die Winkel 
x ar 3 x 4% 
n’ nm? a’ T —W 


ſchreiben muß, fo lange dieſe kleiner find als ein rechter; wenn aber 
n eine gerade Zahl ift, fo muß man zu diefen Theilen noch überdieß 
' den Ausdruck 


aa gax „naar y 
— —e Se Xdrxr 


addıren, und fo wird man den wahren Werth von y erhalten. 


3ufaß ı 
ſ. 1207. Wenn X— o ift, fo entfteht aus jedem Winfel 


ge = * ein Theil des Integrals, der folgende Form annimmt: 


e? ax sin.?g [A sin. (32 — ax sin.22) + Bcos. (32— ax sin. 22)] 
oder auch | 
| Ae?ar sin#t sin. (a + ax sin. 22), 


wobey a einen beliebigen unveränderlichen Winkel bezeichnet. 


Zuſatß 2. 

$. 1208. Iſt aber irgend ein particuläred Integrale ya=V ger 
funden, welches der vorgelegten Gleichung Genüge leiftet, und wir 
fegen dann y=V-+- vr, fo wird man folgende Gleichung erhalten: 
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wenn der Winfel 0 = — — gefegt wird, fo daß wir nad) $. 1176 | 





f=—1ı erhalten. — * — man den Ausdruck | 


dp ı — In-ı) ze + nzetı 
ds — (1 — 2) ’ 
welche für s=cos.9-- V— ı sin. 8 übergehen fol in P--AV-ı, 
und fo wird man erhalten: 
u {| ‚2 — (n+1ı) cos.nd 4 n cos. n+2)9 
— (n+ı) VI: sin.nd + nV, sin. (n-+ı)® 
73 c0s.d + 00s.28 aymsın.dFvVasml 








Pprav-ı= 


Weil aber 
sin. (n+ı)d=o und cos. (n--ı) 0 = ı 
iſt, fo wird man erhalten: 
sin. nd = — sin. und cos.nd = cos. d, 
und daher | 
PN — (n+1) — (n}+1ı) c0s.9 + (n-Lı) VA sind 


—2c0s.0 + 2 c0s.28 — 2 VA sin. (1 —cos.dı $i 
. oder 


PLAaVvI = n+ ı — 608.8 + va sin. 


a(1 —cos.d)° — cos.d — v-; sind 





Multiplieirt man Zähler und Nenner dieſes Bruches mit 


fo wird man finden: 


PAV-ı1= — —— 


2 (1 — cos. 6) 
fo daß 
P => — !:(n-+ı)(ı+2 cos) und 
aa LO, 
und daher 


p + a et 


2 (1 — c0s.6)2 
wird. Gebt man aber dann den Winkel —x sin, = 9, per 
gibt ſich 


_ . — (n-Fı) [cos.(d — ) — c08.(29 — 9) 
P cos.p9 Q ein. a 


Bein 9 + Rang = FELD ln — nee, 


2 (1 — c03,.0) 


mm 300 mie 














weil aber 
co.a — cos, b == 3 sin. + h sin - und 
sin. a — sin. b=—3 cos, + b sin b — I 


ſt, fo findet man aus jenen Gleichungen 
| P ẽ cos. — Ring _ Zahn ein an 


und 
3 sin. 6 


Peing 4 Q cos. ⸗ m + nes , Zap), 


a sin. 20 
mb daher wird der gefuchte Theil bes Integrales feyn: 
—ercn sin. =#[sin.: Ss 2xsin,d) fe * c08.I x dx cos.(x sin.0) 


— c0s:2(30 + 2x sin, 8) fe *°08s.0 Xdx sin. (xsin.0)]. 
Man fubfituire alfo für 9 nach und nach die Winkel 
ar ar Gr 
a+ı’ a +ı' n+ı 
o Tange diefe Meiner find als =, bringe alle diefe Theile in eine 
Bumme, zu welcher, im Sale n-+ ı eine gerade Zahl ſeyn follte, 
noch ber Zfeil - 7 


man den Werth von y erhalten. 


| 3ufaß ı. 
$. 2195. Wenn die vorgelegte Gleichung ohne Ende fortfchreitet, 
fo daß alfo n eine unendliche Zapf bezeichnet; fo werden die anfänglichen . 
Werthe des Winkels 6 fänmtlich unendlich Mein, und. ihre Anzahl 
daher unendlich groß, bis endlich die gerade Zahl ah zur Zahfln—ı 
ein endliches Verbältniß zu haben anfängt; dann aber werden für ©. 
lauter endliche Werthe in einer ſteigenden arithmetiſchen Progreſſion 


iſt, und die bis x fortgeht; die 
Anzahl der. Glieder aber iſt ebenfalls unendlich groß. | 
3ufag 2 


$ 206. So lange der Winfel 9 unendlich) flein ift, nimmt der 
DT ihm entſtehende Theil des Integrals folgende Form an: 


— 6? ex 
— [6+ ax) fer Xax — ayeı Xada], 
Euler's Integratrechnung. II. BP. 24 








u. ſ. w.; 





„ em fe: Xdx hinzuzufügen iſt, und fo wird 





erſcheinen, deren Differen; * 
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und de N diefer durch die dritte Potenz einer unendlichen Größe getheilt 
ift, fo muß man auch die unendliche Menge ſolcher Formeln als ver: 
fhwindend betrachten. 









Zuſatz 3 
$. 1197. Wenn x=o ſeyn ſollte, ſo vor man das Jotegral 
der Gleichung 
u BEST ARD + 
aufzufuchen hat, fo wird jeder Theil deöfelben die Form 
et cos. 8 [A sin.2(30 + ax sin.6) + X cos.2(30 + ax sin.$)] 
haben, oder einfacher ausgedrückt | 
Act 0088 cos. (2 + x sin. Bd). 

Da alfo für. 0 ieder beliebige Winfel genommen werden fann, 
wenn n unendlich groß ift, fo wird jedes particuläre Integrale jene 
Gleichung unter folgender som erſcheinen: 

yz= Aet °%° cos. (x sin. + 2), 
indem man für & ebenfalls einen beliebigen Winkel nimmt. 





inmerfung. 
6. 1198. Ob aber das der ohne Ende fortfaufenden Difenn 
' zialgleichung 
da y 
i=,+7 43 443 7 


wobey x eine beliebige Function von x bezeichnet , entſprechende Inte 
grale bequemer ausgedrückt werden kann, als durch die Summe jene 
unzähligen verſchwindenden Theile; dieß iſt eine Frage einer höher J 
Unterſuchung, und man ſcheint in der Analyſis noch nicht genug ver. 
“gedrungen zu feyn, um Ddiefelbe zu beantworten. In den Fällen, in 
welchen X eine ganze rationale Zunction ift, wo nämlich 


Koatbstew tin tert. 
hat zwar die Sache feine Echwierigfeit, indem man, wenn 
y=a+tßx-+yx +öx Let -...+v 
geſetzt wird, die Coefficienten a, ß, y.... immer fo beſtimmen fanı, 
daß nach arhöriger Subftitution eine Gleihung von der Form 


d’3v 


Hatntat 


u 5371 —————— 


im Vorſchein koͤmmt, welcher der Werth 
vv kei cos. (x sin. 9 + 2) 


ils particulares Integrale zugehoͤrt, wenn für 2 und 6 beliebige Win⸗ 
el genommen werden. Allein aus einem ſolchen gegebenen Werthe 
on X findet man: 


=a—b; B= =b—2c; y 038; ſd-40; ee —5f.... 
Da aber im Algen.inen 
4x- de y dsy 
| ‚di tt 
o iR as, daß, wenn —— — T=. + v gefebt wird, jene Glei⸗ 
hung immer in folgende ttansformirt werde: ' 


rtatrmtiete 
Bufap 


$. 1299. Hier haben wir alfo wider unfere Erwartung das voll» 
kändige Integrale der ohne Ende fortlaufenden Differenzialgleichung 


Kertntmtmtmt omeem, 
ür welche, wie wir ſchon willen: 
i | y=1-7. +40 eos. O cos. (x sin. 8 + 2) 


f. Hier kann das legte Glied ohne Ende vervielfältigt werden, weil 
Ne Winkel 2 und d ganz willkürlich find. Dieſer Ausdrud iſt mit jener 
(be verwidelten Sormel, welche aus der Auflöfung hervorging, für 
ſeichgeitend zu halten. 


Xufgabe 1bo. 


$. 1200. Sey gegeben folgende Differentiat 
leihung 


ndy an@—ı) d?y un (n—3)d’y 
=7+.. +; ae r7 .3.adx ter 





Iobey n eine ganze pofitive Zahl bereichnen foLt, fo 
aß die Anzahl der Glieder begränzt wird; man fucht 
as vollfländige Integrale jener Öleihung. Ä 

i j ah * 
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Aufldöfung. 
Die algebraifche Formel, welche wir bier zu betrachten haben, ift 
P=sı+274+- 54. =(14,), 


welche alſo lauter einfache Bactoren hat, die ſaͤmmtlich ‚glei PR 
find. Da alfo —— a — „= —, ſo finden wir nach F. 2163 ſogleic 


das gefuchte Integrale 
y ane (dx/dx fdx.. fer Xdx; 
wo die Anzahl der Integralzeichen dem Erponenten n gleich ift. Diefen 
Ausdrud aber kann man auf folgende Weife in einfache Integralien 
auflöfen, und zwar mit Hülfe der allgemeinen Reduction, nach welder, 
wie wir willen, 
\ Six /Vdx=x/Vdı — JVxdx 
ift, ed wird demnach | 
Jix fe: Xdx = x fer: Xdx — [er Xxdx 
- fSdx dx fe: Xdx = 
gu ix Se Xdx — x/er" Xxrdx 4 : fer: Xx?dx 
fix [dx fdx fe: Xdx= 


_ xfessXdx — IstferrXxdx 4 SıfeerXr2dx — ferrKıtdı 
1.2.3 


u. f- w. 
Da alſo die Anzahl der Integralzeichen gleich n ift, ſo ſchließen 
wir, daß 
ane— az 


J=Tn.a) xu-ı (ea Xdx _ 2-2 se fetXxdx + 


EDEN gan Xx?dx — 0. J. 


ı. 3 


Da bier jeded einzelne Integral eine willfürliche Couftante mit 

fi führt, fo ift offenbar dieß Integrale das vollftändige. 
Zuſatz 2. 

F. 1201. Wenn alſo X= o wäre, fo würde das vollſtaͤndige 
Integrale der vorgelegten Differenzialgleichung feyn: 

=e- (A xe- 4 Be. Cr +- Des... -Mx-+N) 
wo die Anzapl der willfürlichen Conftanten A, B, C... ebenfalls 
gleich n ift. | 





m .575 mm 


. Zuſa 2. 

F. 1202. Wenn n unendlich groß iſt, und zugleich bie Größe a 
ıendlich groß genommen wird, fo daß a=nc ift, fo.wird die zu 
tegeirende Gleichung ins Unendliche fortgehen, und man wird 
halten: 


dy d?y dsy \ | 
iS ZU ne 1.2, c2 d x? * 1 — —75 tr er 


endet man aber die Integralgleichung auf diefen Fall an, fo verbrei⸗ 
t dieſes Fein Licht über die Sache, 


3ufag 3. 
$. 1203. Es mag aber y was immer für eine Function von x 


yn, fo gebt fie, wenn man x +; ftatt x fchreibt, befannelich über 
folgende Neiße: 


++ 


ıd da diefe gleich X feyn muß, fo leuchtet umgefehrt ein, daß y 
ner Bunction von x gleich werde, welche aus X entfteht, wenn man 


iſelbſt x— - — flatt x ſchreibt. 


d?y ds y 
——* 


1.2 





Anmerfung r. 
F. 1204. Um dieſes nun leichter einzufehen, bemerfe ih, daß, 
enn was immer für, eine Gleichung von der Form 


X=AytBVYxcUıpn® | 
Art, tree trPist-- 


ımer ein particuläred Integrale ohne alle Integration näherungds 
ee auf folgende Art geſunden werden konne. Man fege 
dsX 
ySci+ßz +1 +5 dxs Fer 
nd nach gehöriger Subftitution wird man erhalten: | 
d?xX dsX | 
X=AX+ABS + Ar tat... 
+Ba +Bß +Byr 
+Ca +08 

. . + Da; 

oraus ſich die Coefficienten a, Br, y, 8... fo beſtimmen, daß 








— 374 m 
um 1 wird, dann aber erhaͤlt man für die übrigen: 


zes —-B 





B = = | | 
BIEXEITEIEL ER: | 
Junde-ep-By DC m 

.e = „EBe-DPp—eyP - + ‚Bp+er_ ame, m 


u. ſ. w. 
und wenn man dieſe für den Fall unſeres Problemes einrichtet, wid || 


— ndxX .n(n-+ı)d?X 'n(n+ı) (n-Ha)dsX. 
‚=»i:- nt 1.2.2d 1.2.3.a3dx3 Fe 


Hieraus ergibt fi für den Sal, in welchem n==co m 
a— noe if: 
dX . daX dsX 
1.cdx + 1.2.22d2? 1.2.3.c3dxs Fer 
und obgleich dieſer Ausdruck ins.Unendliche fortgeht, fo beftimmt er 
doch offenbar jene Function von x, welche aus X entftebt, wenn man 


x— - — ftatt x ſchreibt. | 
Begeicinen wir num Diefe neue Function durch X’, und fehen 
y=X-+v,f verwandelt fih die Gleichung deö Zufages 2 in 


dv :- d’v: 


or +2 dx + 08 1.2.dx2 * — * . ’ 
und jedes particuläre Integrale derfelben ift v— Ae- nexzm, wo⸗ 
bey n eine unendlich große und m eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. 


 ‚„m-iI— 





zufa $ 2. 

$. 1205. Das Gefagte leitet mid, auf folgende Betrachtung, 

rüdfihtlih der Summation der Reihen. Sey naͤmlich irgend eim 

Reihe / 
ı 23 4 Ä x 
A, B, C,D......T 


wo dad dem Zeiger x entiprechende Glied T irgend eine Function von 
x fenn fl” Man feße die Summe aller diefer Glieder 


A+BrCcCTHDTr...+T=y 
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ſo ift einleuchtend,, daß y eine folche Function von x fegn werbe, daß, 
wenn man in ihr x— ı ſtatt x feßt, eben diefe Summe y, mit Aus⸗ 
mahme des legten Gliedes T, nämlid y— T, zum Vorfchein fommen 
werde. Sept man aber x— ı flatt x, fo geht die Zunction y über in 
dy d2y dsy 
‚- u t7 2. 5*7 2.8. Zst 
und hieraus erhält man die Gleichung 
— dy . de y ds y _ ; d‘y ' 
nn 7 2.3.dı3 .3,3.GÄint“ 
Wird diefe einmahl integreirt, und STdx = X gefegt, fo 
findet man 


d de d3 
=-y— J J y 


1.2.dx + 1.2.3.dı2 1.2.3.4.dx Fee 
und nun wollen wir fehen, wie wir diefe Gleichung integriren fönnen; 
wenn wir fie ein wenig allgemeiner darftellen. | 


Aufgabe »b1. 


| $. 1206. Das vollftändige Integrale der Diffe 
genzialgleihung 


= uny n(n— ı)dy n(n—ı) n—)dy _ 
{= a  1.12.22dx + 1.2.3.a°dı? 


su fuchen. 
| Auflöfung. 
Man bilde aus der ‚vorgelegten Gleichung den algebraifchen 
„Ausdrud = | 


a(m—ı)z n(n—ı) (n — 2) 22 _ 1-{1-5) 
Per 1.2.82 + 1.2.8.0 u . 
oder an Eu (a — z)a 
j . B= — —; 
„ter quadratifhe Factor diefes Ausdruckes wird die Form haben: 
0082 — 2a (a — 2) cos. 224 (e— 2), 2 
. | wobey 22 = * iſt. 


J Dieſer Ausdruck aber geht über in . 
na (1 — eos.20) — 222 (1 — 008.22) +, 2? = A at sin. er — 
| — 445 sin. æ2ꝛ + 2%, 
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und gibt, wenn er mit dem allgemeinen Ausdrude 
f? L afz cos. 0 -+- 2° 
verglichen wird: 
u f= 2a sin.2 und co.d = — sin.2} 
mithin iſt 
6.= 90° +2 und sin.d = cos.2, 


wobey 2 =. it. Um nun den hieraus entftandenen Xheil des 


. Sntegrals zu finden ,' betrachte man die Formel 
dp __ — an - [a+ (n-—ı)z] ae 


ds an z2 
Sept man in diefer 
| z= — f (co.8 + Y-—ı sin, 6) oder 
2>= 2a sin.2 (sin, 2 — V-ıcos, 2) == a (1—C08.932 — V— ısin.2), 
alfo 





a— 2 — a (cos. 22 .-- Y-ı sin. 22), 
fo erhält man 
— ı + [n—(n— 1) (cos.2£ + VI sin. atjv 


Have o2aone+väsnsa—ndl 
P + Q 1 = — 48° sin. &2 (cos. 25 — VA sin. 2) j 
Da aber | 


cos. 2n2e=ı und sin.2n2=o 
ift, fo wird man erhalten: | 
co8s.2(n —ı)2 = cos. 22 und sin. a(n—ı)a = — sin.ad, 
und daher 


P + av = — 438? sin (cos. 35 + V-ı sin. at) ’ 


welcher Ausdruck fich auf folgende Form redueirt: 
P+ay-ı= 

== Zar am (008. 22 — V sin.22 — cos. 42 + V— ı sin.) 

und hieraus fchließen wir, daß 


n 


n . 
P = 42 sin®t (cos. 25 — cos. je) = 34° sint sin, 32, 
em nun n. 
rt (ein. 22 — sin. 4 m rag 30 


m 2/7 ME 


. and fo wird | Ä ” 
2 
2 Tu — — 2 
Pr Q 48% Sin. ꝛ 
ſetzt man 
9 24x ain. © cos. = ax sin, 22, / 


fo wird man finden: 
P cos. pP — D sin. Pp 
P sin. Qheeos. 9 Iren 
Der hieraus fich ergebende Theil des. Integrals wird demnach 


sin. (32 — 9) und 


n 
"982 sin. 


cos. (32 — P). 


fegn: 
4a? sin. & 
n 


\ 


e?ax sin.2d ſein. (32 — 9) fe *%* sin. xdy cos. ® 
+ cos. (32 — p) Se” 3ax sin? & Xdx sin. dl 
wo man für 2 nach und nach die Winkel 


t ar 3 x Ar 
— — —— — 
n n' a’ 7° 


fhreiben muß, fo lange dieſe Fleiner find als ein rechter; wenn aber 
n eine gerade Zahl ift, fo muß man zu diefen Theilen noch überdieß 
den Ausdruck 


3a? 
_— e?ax fe 2X Xıdr 


addiren, und fo wird man den wahren Werth von y. erhalten. 


3ufaß ı. 
J. 1207.. Wenn X— o ift, fo entfteht aus jedem Winfel 


= * ein Theil des Integrals, der folgende Form annimmt: 


—X zin.ꝛ [A sin. (32 — ax sin.22) + Bcos.(32—ax sin, 22)] 


oder auch u 
| Aerar sind sin. (a + ax sin. 22), 


woben «a einen beliebigen unveränderlichen Winkel bezeichnet. 


3ufaß 2. 

. 1208. Iſt aber irgend ein particuläred Integrale ya=V ger 
funden, welches der vorgelegten Gleichung Genüge leiſtet, und wir 
fegen dann y=V + v, fo wird man folgende Gleichung erhalten: 


.Reihe der Differenzialien ausgedrückt, auffinden, indem man 


— 378 — 
= = - n * rn * ——— * 
und hieraus ergibt ſich das vollſtaͤndige Integrale 
V AG?ax sin? sin. (a + ax sin. 22), 
nachdem -man diefen letzten Theil ſo veroielfältige bat, daß v alk 
Werthe von 2 erhielt. 


le=lile) Bufap a . 
$. 1209. Wenn wir, n=o und a=n ſetzen, damit wir die 
ohne Ende fortiaufende Differenzialgleihung 
' x 
dy dy d’y dy 
1.2.dx + 12 1.2.3.4.dx> + 1.2 3.4:5.dx* 
erhalten, .fo wird y das fummatorifche Slied einer Progreffion feyn, 


Xsy— 


deren allgemeines dem Sinder x entfprechende Glied T == m ift.. © 


lange demnach der Winfel z = * unendlich klein iſt, wird, weil 
9 um akrx iſt, jeder Theil des Integrales 


x 


—— — — X | 
Akxe " [' (7 — air: fe " Xdxcos.(akrx) 
— 242 2 
(Ihr — x . ! 
+ cos. ( — akrzxı)fe - "Xäxsin, (eher) ], | 
und wenn man die verfchwindenden Theile außer Acht laͤßt: 
"4kx [cos. (akrx) /Xdx sin. (akrx) — | 
— sin, (2kzx) /Xdx cos. (sakxx)]; | 


wenn man num hier für k fucceffive alle ganzen Zahlen ı, 2, 3,... 
fubftituirt, fo wird die Summe aller auf diefe Weife zum Worfchein 
fommenden Sormeln den wahren und vollftändigen Werth von y geben. 


Anmerfung. 


ſ. 1210. Man kann aber für die vorgelegte Gleichung nach der 
fruͤher angegebenen Methode ein particulaͤres Integrale, durch eine 


—* Cd:X ,„ DgasX Ed+X 
rmax4+ =, dx: — dis + dxs er... 
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‚Aufgabe 163. 
$. 1211. Die Differenzialgleihung 
vr _ n(n—ı), dy _ n(a—ı) (n—2) (n—3) day 
x=)+ 1.2  a2dı? + 2.2.8.4 “amt 
fey gegeben; man fuhe das vollftändige Integrale 
derfelben. 





Auflöfung. 
Die aus diefer Gleichung abzuleitende algebraifche Größe iſt: 


— n(n — 1) oe n(n—ı) (n — 2) (n—3) z* | 
Freitag are 


welche fich offenbar auf folgende Form bringen läßt: 


P=:(i + :)' +4 (- X _ era, 


und jeder Trinomialfactor diefes Ausdrucks ift: 
(a-+ 2)? — 2 (a — 2?) cos. 22 + (a— 2), 


indem man 


er ı) r @k+ı)r 


an ı 


22 — oder e = 


ſetzt. Diefe Formel aber gehe über in 
38 (1—cos.22) + 22? (1 4 cos. 22) = 4a:sin?2--4z con 
welcher allgemeine Factor fich durch den Ausdrud 
a? tang.”2 4 2? 
darftellen laͤßt, und wird derfelbe mit der allgemeinen Formel 
ft + 3fz cos.d 4 z’ 
verglihen, fo erhält man 
ff — atang.2 und 9 = 90°, 


und daher wird 
| 9 a — ax tang.2 (1177), 


und der für z zu feßende Werth if: 
— f (co. 8 + Y—ı sin.d) = a tang. avy—ı. 


Da 
aP__ n (a + zB —ı —n (a — z)ı—ı 


dz. 2 an 


iſt, ſo nehme man an, dieſer Ausdruck verwandle ſich in 


PQVAi, 





m 501. m 
fo findet man: 
PAY: =— [6 +tang. Van va 


== cz Ad Da Vi arena ı)2 
++ sin. (n — ı) va. / 


alſo iſt 
Pond a ea u 
a mcg. gm 
Weil aber " | | 
ee Yeyo por ak, en IDEE. 
2 allen 29 in 
iſt, alſo 


UT. 6 under. any) 
je nachdem k eine getäße'üder ungerabs Zahlbe zeichnat/: ſo wird- man 
erhalten: 
+n 


sin, @— 1) 2* = E cos. 2, tigt Q m" 


& ift daher wegen 0. = =. der, ‚aus biefem Factor, ‚entfter 
bende Theil des Integrals 


u a.a''cos. Li- 2* 
t a 


Lo. oder weil pm — ax tang. 2 ff: 
+ un (sin. (ax tang: 2) [xt oos. (äx tang. 2) 
— cos. (ax tang. 2) Sax: ein. (ax tang. » 
wo für 2 nach und nach die Winfl | 
rn, In, Im, 77 
sn’ an’ an’ an 


u ſehen ſind, ſo lange dieſe kleiner als ein rechter ſir Ind, und für 
welche man abiwechjelnd die Zeichen — und — fchreiben muß. Wer⸗ 
Den alle diefe Theile in eine Summe gebracht, ſo geben ſie den voll⸗ 
ſtandigen Werth von y, Wenn man für den legten Theil, welcher aus 


Dem Winfle = — =. entfteht, welches für einen ungeraden Beh von 
n der Tall iſt, bloß deffen Hälfte nimmt. 
Ä | Bufayı | 
F. 1312. Diefe Bemerkungen wollen wir fogleich anwenden auf 
ben Ball, wo n = oo und a nic iſt „ſo daß die vorgelegte Diffes 


- / 


* 


(cos. p /Xdxs sin, 2 — ‚sin. p/Xax cos. 9), 


renzialgleichung folgende iſt: | 
diy . do.y U, ' ” 

xr+ +34 1.2.3.4. 1.2.3.4.crdat —— Ar ohne ent, 

Da nun hier die Werthe von 2 umendlich Hein find, fo wird 

Ä Wıitnx 


an ’ 


\ 


oder und tgl 

folglich = 

ai tang. „m (4k + ı) ex-, 

für welchen Winkel wir «wo fchreiben wollen. Jeder Theil Ds Integrale 

iſt alfo enthalten in der Formel 

T 20 (sin, w /Xdx .cos.0 — 008. o /XAdx sin, Por 

wo die beyden Zeichen fich abwechlelnd entſprechen. 

3uſatz 2. 

Fl 1313. Wird bloß der Winkel —ex = 9 gelebt , fo wich dad 
ganze Jutegral⸗ auf folgende Art ausgebräch erfcheinen: _ au 


= + sin. 9 [Xdx cos.9 — cos. o fXdx sin. 9 | 
"7 sin.3p/Xdx 608.89 + 006.39 /Xdx sin.3p : 
+ sin,59 /Xdx c08.59-— c0s.5e/XAdx sin.59 
— sin. 79 /Xdx.cos.7P 4 c08.79/Xdx sin.79 . 
u. ſ. w./ 
weiche Auedruck ohne Ende fortzuſetzen ſind. 


3ufap 3. 
| $. 1214. Wenn wir c—by-— ı feßen , fo deß folgende un⸗ 
| endliche Reihe erhalten wird: 
d?y da y ds y 
ı.2.b2dx2 + 1. ana  "Tm6b6dx® + en 


’ 
und wir bveieichnen jetzt den Winfel - -bx Dur. d, io wird dad vol: 
ftändige otesrat⸗ ſeyn: 

= 4e —- veb Xdx — e? fe P Xdx 
— e 3 ve’tXdx Led? fe 3tr Xdx 
ter ſeſPXdx — else”? Xdx 

, u." f. w. 





— 585. m 
on unmerFung one. 


Or Br” WER 


die Differenzialien von X, und wir fehen zu diefem Zwedei -- :: :’ 
BdX Cdax NIX , Edıx oo 
— AxXx U eardı + cd x⸗ sd 36 * Pre Tu / 


fo werden wir für die Coefficienten folgende Werthe finden: x 


, 1 5 „hm. ‚2385 

A = 13 B = C 7 D= 7: Eea 
‚ bobar „, 

F ‚I 10 I: u s 


und wenn diefer Werth = V gefeßt wird, fo wird, wenn man den, 
Bintel u=r fegt, das voßftänbige Integrale ſeyn: ne 


b, 


EVA. 64594 B sin. 8439) + rind +59) 
+ Dein. .e+ 79). 
Aufgabe 168. 
$. 1216. Sey gegeben die‘ Differenjiaigteigung 
n(n—. ı) dy n(n—ı)'(n— 3) (n—3) 2er 





i=yr 1.202 dx |! 1,2. Ba "de, 
n. — d’y 
+ 1 . 68% ° ax3 + .r. 5 


man fudhe das vollftändige Integrale derfelben. 


Auflöfung. 
. Da die hieraus abzuleitende algebraifche Größe 


na— na ya—-)a—d ,ı. 
Ps Pa er +... 


- ‚ 1 Vz\s . Vz 
+... =t(1+ 2) +:(1-% 
3u8 der vorhergehenden entfteht, wenn man dafelbft z’ ftatt zt fchreibt, 
sk-+ı ur 2 
an x ſetzt, jeder Factor 





v wird, wenn man den Winfel <= 


2? tang.?2 4 z. ſeyn, fo daß alle einfachen Factoren diefed Aus: 
druckes reell find. Vergleicht man alfo diefen Bactor mit der  Bormel 


at z,'fo wird a a tang.’ &, und, wenn V = or; iR 


— 384 — 
2 = — a genommen wird, fo entſteht aus dieſem Sactor der Inte: 
graichen 5 ax Jet) var Weil aber P für z= — a von 


— ſo wird auch A * ſeyn; durch Difieringiation aber er⸗ 
am man: 


Eu al +2)" -(6-2977. 


Weil man atfo X — =:tang. 2 Y— ı feßen muß, fo wird 

__.: 608. c+ va sin.t Vz __c0s.6— vV-ısint 
. += cos.d | und ı a — cos. 
und baten re ST ' ” " 

mM 2VA sin. (n —ı)& .n. sin. (n—ı)& 
er Eee oT er ern 


Nut ift zu bemerfen „ daß 
sin. ne = sin. @b+ ),= r 1 


feg (wo, das obere Zeichen gilt, wenn k eine gerade Zahl, das untere 
aber, wenn k eine ungerade Zahl ift), dann aber cos. ne — o, und 
Daher wird 
sin.(n—ı)2 == + cos 2, 
und’ hieraus ergibt fich 
J X + n 
a2 sin.c cos- g” 
und demnach wird der gefuchte Theil des Integrales feyn: 
aa? sin.E cos.n—ILt 
I — — 
Man gebe alfo der Größe 2 nach und nach die Werthe 
| Rn In rn 76% 
an’ an’ an’ an " 
fo Tange fie einen rechten Winfel nicht überfchreiten, und die Summe 
aller diefer Theile wird dann das vollitändige Integrale oder den Werth 
von y geben. 


er tauꝶ. C.x ‚gar tang?i.n ya, 


vo? 


3 u f aß ı. 
F. 1217. Seen wir n=oo md a=nc, fo geht die dor: 
gelegte Gleichung ins Unendliche fort, und es wird ſeyn: 





— 0 — | on 
Ir De a | 
ı=y + 1.2. I * 1. 2. 83. 4. e d x⸗ + 1.2.3.4.8.6.0° dx3 + a 
und die bieraus utſehende algebraiſche Gormel iſt: 
vVe 
Ps , m, 
P=14+ * rat =; tie °, 
bey welcher alle einfachen Gactoren reell fi ind, und da 2 unendlich Flein 
ift, fo wird tang. 2 = en at * x ſeyn und daher ift die tar 
meine Form der Factoren: | 
= + mr 





. 45 
x?c? oder 1 Farm 


Z3ufaß = 
9 1218. Der Kürze wegen ſetze man den Winkel 
ak aut 1 0, 
fo wird man erhalten: 29... 


a? tang.? 2 = Mc, 
dann aber. iſt — 
J 
und demnach wird jeder Theil des Integtales ſeyn: 
+ abcte- cz Se" ®x xdx, 
wo man für d nach und nach alle Werthe 


rn, In, Br, IR, IR 


d — 23 


a? ein 


nu und.. =,0c, _ 


fegen muß. 


| 8 fa. 3 Ä 
G. 1219. Es iſt hier ‚gleichgültig, ob man c* negativ ober e pöfitie 

nimmt, und Daher wird der unendlichen Diffexenzialgleichung 
d?y- diy . —— 
x=y + 1.2. ar + 1.2.3. 4. bi 7* — ri 

folgendes Integrale entfpreden: “ u 

| y= 20be” @bx jgfbz Kir, 
wenn man, da die Zweydeutigkeit des Zeichens jetzt nicht mehr Statt 
Euser's Snteoralsehmung, u, Bd. 5 
| 


dieſe Form beyzubehalten; und daher wird 


genommen wird. Wird daher a? tang.”2=a gefegt, fo iſt der die 


z—— 380 — 


findet, für 0 die folgenden Werthe fegt: 


Wenn demaach X=o iſt, fo iſt jedes partieuläre Integral 


V AcT — 


Aufgabe 164. 4. 
. 1220. Die Differenzialgleichung - 
andy ,„ n(n—ı)(n—2)d?y ,„ n(n—ı)(n—2)(n— 3)(n—4) dsy 
=, Tr 1.2.3.a3dx? + 1. 2. 3. 4. 5. as d x⸗ tu 
fey gegeben; man ſuche das voliſtandige Integrale 
berferben. | 








Auflöfung. 
Obgleich diefe Sleihung, wenn man fie mit dx: multiplicirt, 
fogleih ein Mahl integrirt werden fann, fo ift ed denn doch befler, 


na), na-Na- aa De, 


nz 
=7r 1. 2. 3. a⸗ 1.2.3.4.5.8 


welcher Ausdrud offenbar auf folgende Form gebracht werben kann: 


°=-2[06+7)-6-9T 


Hier biethet fi zwar fogleich ein Zactor, nämlich z dar, di 
übrigen aber find enthalten unter der Forın 


( 4 “ j — ⸗ ( - 5) cos, 322. + ( 
wenn der Winkel 

ac = ale oder 2 = Li; 

n n 


genommen wird. Diefer Ausdrud aber geht über in 
2 (1 — 008. 22) + — + cos. 22); 
hieraud gebt hervor, baß_a: tang.? @& +. z, der allgemeine Faetn 


ſeyn werde, welcher auch jenen erſten Factor s enthält, wenn ĩ*0 


ſem Factor entſprechende Theil des Integrals: 


je e_ ax ygax xax, 


— 5387 — 
wenn, nachdem man 
== — at tang?2 oder Vz — a tang. eva 
gefept hat: | 


int) 6-9] 
5  +2[C+9"+6-%77 


genommen wird. Es ift aber 


Ve\® _ cos.n& + va sin. ng 
( + 7 — cos." und 
( _VYe\® _ cos.ng — vi sin.ng 
" a — cos. & y 
daher wird man erhalten: 
_ sin. nt n eos. (n—ı) {£ +n 
ı= aa tang.Ccos.nt + aa cos.s—ı7 * ecc 


mil sin.n2=o und cos ne— + ı iſt, je nachdem bie Zahl k 
entweder gerade oder ungerade ift. Jeder Theil des Integrals wird 
‚daher ſich unter folgender Form darſtellen: 


HAIE ar year Kar, 


wobey a = a? tang.?2 iſt. Nun gebe man dem Winkel 2 nad) und 
nech die Werthe 


on, ır ar, Ir, 
—) —; — — v0. 


n n n n 
o lange dieſe den rechten Winfel - z nicht überfchreiten, und dann 


>ringe man alle diefe Ausdruͤcke mit ihren Zeichen in eine Summe, fo 
erhaͤlt man den vollftändigen Werth fir y. 


| | Zuſatz ı | 
$. 1231. Der erfte Theil des Integrals entftcht alfo aus dem 
Winkel 2=0o, und er wird daher + — SXdx, für welchen man 


uber, aus den oben angefährten Gründen, rüdfichtlic der einfachen 
Bactoren, bloß die Hälfte dedfelben nehmen muß, fo daß alſo dieſer 


erſte Theil fRdx wid, was auch ſchon daraus einleuchtet/ daß 
für 2=0 offenbar © - = - = wird. 


25 * 


—E 388 — 


3ufa a om 
6. 1222. ‚Diefelbe Bemerkung würde us von bem Tepten Theile 


gelten, wenn diefer aus dem Werthe z = r = entſteht, welches für einm 


geraden Werth von n der Fall fegn wird; allein, weil in dieſem ‚alle 
cos. 2 = o wird, fo fällt diefer ganze Theil des Integrals für fich weg. 


ee Zuſatz 3. 

$. 12333. Wenn X=o wäre, fo hätte jeder Zheil deb Sute 

grals die Zorm Ace tangr&t, wobey A eine willfürliche con- 
ftante Größe bezeichnet, und ed wäre die Gleihung 

y= Ace a8 tang.t ix, 

fogar ein particuläres Integrale der vorgelegten Gleichung, wenn man 

nur den Winkel = — — fept. 

u J Anmertung | 

„se. 1024. Bird demnach a=ao und a—mnyVb gefet, ſo 


laͤßt ſich folgende, ins Unenbtiche fortfgreitende Differengialgleidhung 
integriren: 


x dy “d2y dy . 4y 
vB rnas Fame Rn 5. pas 1..7. Drau tr" 
oder auch: folgende, die aus jener durch eine einzige Integration: ei 
halten wird: 

day ',  dy 


vhrkdı= — 7 ı + ser were + 1... b?dx® + 1. 7°. art u 
Denn⸗ da der Winkel — Er unendlich Flein iſt, ſo wird 


eos. 2 — 1 wma tang. 2. ma kavb, daher 
am a tang.” 2 = —XX 
und man wird jeden Theil des "Integrals. unter folgender gorm 
erhalten: . '. Ä 
. + aVbe- Wrabı ; —X Kir; 
wird daher der exfte aus dem Werthe ko entfprungene Theil aus 
den oben angeführten Srinden auf die Hälfte reducirt, fo wird bad 
volltändige Integrale ſeyn: 

— — V [ e — 
_ 107 gm®bz ‚egrtbz Xdx + 26” ı6r?bx seörbrgat. 





\ 


Beyfpiel 
$.. 1225. Seyn=b6b und a=ı, ſo bat man die 





leichung 3 . 
. u ° :y $ 
Ar, mtr "+ se 22 ober - 
— er (any 
Rıx=b/+ +7 
ı integriren. 
Die Werthe deö Winfels 2, bie hiervon, Mapn—- — ind alſo 
| 2: == 72 30°, 60° | 
co.2— = 1," 2, * 
a 0, 4, 3, 


ıd hieraus ei fih das geſuchte Integrale 


— :/Xdx — Le A 


xax + no IE pet Kar, 


elches auch der vorgelegten Gleichung Genüge leiſtet, wobon man 
h durch einen einfachen Verſuch überzeugen fan. 


PLIEPET WERE 





U 2 EEE 


| Fa p i t el V. 
Von der Integration der Differenzialgleichungen von ber Form: 


— 1 Cx2d?2y Dr’d’y Extdiy 
X=Ay+ „Irör „Der ERET.... 





Aufgabe ı65 
$. 1226. W.n eine Differenzialgleichung von 


der Form a sa Wende 
_ Br — Cx?d?y Dxı’d’y xa day 
at ta 
gegeben ift, eine (sie Function von x zu finden, mit 
welcher die vorgelegte Bleigung multiplicirt, inte 
grabel wird. 








| Auflöfun g. 

Bey einiger Aufmerffamfeit wird man fogtej einſehen daß ein 
einfache Potenz von x zum Ziele führe. Sey alſo folgende Gleichung 
integrabel: 

d? j 
XAdı=Axydı--B —R dy+ ct’ +..+ 
und ihr Integrale fey 
JXıldx = Asıt'y ı 


N „re day 


ds; 


‚+3 43 a: 
B’x —] Cx d? 
—ı + U — — — 


Fer | 
Da alfo das Differenziale diefer Gleichung der vorhergehenden 
Differenzialgleihung gleich feyn muß, fo werden wir folgende Beſtim⸗ 
mungen erhalten: 
A=AR+ı)A; de ( ) A A 
B (442) B/ + A; alfo 1) a +2) BAR )BAA 
C=(A+3)C+B/; » (AH+ı) (A+2) (A+3) CC = 
= Ra + N) @+2)C— A+n)B+A 
D = (a-+4)D’ + Ci; alfo (A+ 1) @+2) +3) (a4) Di= 
= A+1) @+3) A+3)D— [ 
-@A+ı)B—A 
N=NM 0 - 


RB 


— 301 | —— 
mn alle folgenden Glieder des Integrales, welche Differenzinlaus- 
ide vom Grade dny oder von einer höhern Hrdnung enthalten wuͤr⸗ 
na, müſſen verfchwinden , weil ſonſt die Integration nicht hätte gelin- 
m fonnen. Da nun im Integrale der Buchilabe N‘ weofällt, fo 
mmen wir auf folgende Gleichung: 

o=SA-A+)BL+AFN)ALIC- 
Za+Na+Da+DD +... 
.LOA+YA+N...A+n) N, 
8 welcher Bleihung der Erponent A ber gefuchten Potenz x. beſtimmt 
erden muß. Man bilde demnach einen algebraiſchen Ausdruck von 
ee Form 
@3)+. 
‚+ N@-— ı) (z — 8) (z— 3). ..(£—D), 
nd fuche alle einfagen Sactoren desfelben, fo daß man Be 
PN(T2) 4) 5) +2. | 
obey bie Anzahl diefer Factoren ==nift. Setzt man nun jeden Bao 
r 2-+a gleih Null, fo wird der Werth = — a eine ſolche Potenz 
® geben, daß die vorgelegte Gleichung, mit demfelben multiplicirt, 
tegrabel wird, ſo daß ihr Integrale ſeyn wird: 
B’ ar C’x2d2y D’x35d!y 


*— —— in +75 - ds. he 
N 2—ı da—ı 
ee u, 
9 der Ordnungserponent der Differenzialien um eine Einheit niedriger 
Diefe integrirte Gleichung aber wird durch die vorgelegte fo bes 
mmt, daß | 





RI A'y + 


A=(a-+ı)A 

B = (a + 2) Bi + As 

C=(a+3) @ +B 

D=(+4)W +0 
ird, bis man endlich auf den Iepten Coefficienten N fömmt, der in 
we Gleichungen denſelben Werth hat. 


| — 3 ufaß ı. 
.$ 1237, Weil num bie integrirte Gleichung der. vorgelegten 
lbſt ähnlich ift, fo wird diefelbe mit einer beftimmten Potenz von x 


» 


77770770 ma 77 


multiplieirt, von neuem integrabel werben ; denn, sum diefe Potenz aufzufinden , muß man den algebraifchen Ausdruck. 

Q=a+B— )+OC@—1)@—-2)+D’@—1)(@—2)(@—3)+...+N@—ı) (e—2)...(z—n+ ı) 

in Betrachtung ziehen. Wenn nım ⸗ + u irgond ein- einfacher Factor desfelben ift, fo wird xt P jene Potenz von 
x fen , welche jene ne Gleichung integrabel macht. 

Zuf ab 2. . | 

.$. 1228. Wenn die vorgelegte Gleichung ſelbſt integrabel werden ſollte, wenn man fi e mit der Potenz + « 


muldplieirt, fo muß man bier wohl bemerken, daß die Groͤße Q, welche aus der integrirten Gleichung gebildet wurde, 


von dem frühern ‚ aus der: vorgelegten Sleichung ſelbſt abgeleiteten Werthe P. fo abhänge, daß 0= — iſt, 


a-+ s 
wenn, wie wir vorauöfepen, «+ 2 ein Bactor von P iſt. 


Anmerfung 1. 


-$. 1229. Um nun dieſe ſchöne Eigenſchaft, daß P = (a 2) Q fey, zu erweifen, bat man nur nöthig, die 
Groͤße Q mit a 2 zu multipliciren; damit jedoch unſere Folgerung deutlicher in die Augen falle, muß man für die 
einzelnen Glieder von Q den Multiplicator in zwey Theile zerlegen, und man fchreibe für dad erfle Glied flatt a — 
den Werth (a + ı) + (2— 5), für das zweyte (a + 2) + (2— 2), für das dritte (a +3) — (2 — 3), für 
dad vierte (a4) + (2 — 4) u. ſ. w., fo daß dad Product eines jeden Gliedes durch zwey Theile dargeſtellt werde, 
welche Operation ich hier ganz anführen will: 

Q0=&4& -B(e—ı) +C'(e—ı) (&— 2) +D’(e—ı) (e— 2) (2. — 3) +. ... 
Wultipliat a-+.ı at 2 a-- 3 a-t-4 
z— ı -23—2 | 2 — 3 z — 4 | 
Product: (a+ı)A + Als—ı) + B(a--ı) (2 —- 2) + Cla—ı)(a —2)(@—3) +... 
+ (a}3)B’(@-3)-F (a+3).C4a—1) (@—2) + (a+4)D’ (a 1)(2—2) — 


em 002 ame 
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Bey der Auflöfung aber haben wir geſehen, daß 
a = A; faif2)B-—-ArmB; G3 ... 
97 und "daher wird dieſes Product ſi ich ‚unter © folgender Form dar⸗ 
ellen: 
+B(z— 1) + C(z— ı)(2—2)+-D(s— 1) (—-2) (z—3)-+ .. 

Dieſem Ausdrude iſt der Werth. von P „geh, und: ſomit ift die 


waͤhnte ſcöne Eigenſchaft/ daß 2 = 


8 u ſ a ß 3. 
. 1330. Stellt man alſo den Verth von pP’ in n ſeine einfachen 
— * aufgelsſt dar, fest man nämlich 
Penat) tn G+tYE+2N: 
ıd integriet dann die vorgelegte Gleihung, nachdenn man fü e wegen 


8 Factord a + z mit x multiplicirt hat, und bildet fid) dann aus 
r integrirten Gleichung auf ähnliche: weile ben Werth don ® , ſo 
ed man in erhalten: 2. 


m =N e@+2 +9 +. 
3u fa h % - | 
$. 1231. Hat man alfo die integrirte Gleichung auf. dig Form 
r vorgelegten gebracht, ſo daß, wenn man 
2. gg mx | 
st, die Sieicung zum Vorſchein koͤmmt: 


— Cı2dy D’s3d’y -: : F 
———— te tet 


wird. auch dieſe ie integrabel gemacht werden, wenn man fie 


rch jede der Potenzen xß, xꝰ, x... .. multiplieirt, welche. Potenzen 
» vorgelegte Gleichung felbft integrabel gemacht haben würden... u 


fe erwleſen. 








Anmerkung = 


. 1232. Bevor ich nun dieſe Integration weiter verfolge, wird 
zweckmaͤßig ſeyn, jenen Ball der vorgelegten allgemeinen Formel, 
welcher dad erfle Glied der Gleihung X verfchwindet, abgefondert 
entwiceln. Denn in diefem Falle tritt die Bequemlichkeit ein , daß 

any ohne die Integrationen zu wiederholen, das vollftändige Inter - 
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grale ſogleich darſtellen kann, und zwar anf eine aͤhnliche Woiſe, wie 
wir ed oben im Kapitel IL. gethan haben. Sch wollte dieſem Fall, 
weil er ſich nun weit leichter behandeln läßt, kein eigenes Kapitel wid 
men, um die Vorfchriften nicht zu fehr zu vervielfältigen. 


Aufgabe 166. 
$. 1233. Wenn die Differenzialgleihung eine 
beliebigen Ordnung Ä 


232 Cı1?d?y Dasdsy 


+ dx? * d x⸗ Tre. 
vo rgelegt ift, ve, welder die Veränderlide ymit 
ibren Differenzialien niht mehr als eine Dimenfien 
bat, die andere Veränderlihe x aber gar feine, dab 
vollftändige Integrale derfelben aufzufinden. 
‚Auflöfung. 

Es ift einleuchtend, daß. ein particuläred Integrale dieſer Glei⸗ 
hung erhalten werde, wenn man y einer beflimmten Potenz von x 
gleich ſetzt. Nehmen wir alfo an, es ſey y — x", fo werden wir nad | 
gehöriger Subftitution, und nachdem wir durchaus mit x! Dividirt har 
ben, auf folgende Gleihung kommen: 
o=A+y,B-+tr(—ı) Cru )a—dD+ u 
aus welcher der Erponent. x beflimmt werden muß; oder, wenn wis 
nach der Vorfchrift des vorhergehenden Problemed aus der gegebenen 
Gleichung den algebraifchen Ausdrud 
P=A-+B(z—ı) + C(z—ı)(2—2) + D(z—-ı)(2—2)(2z—3) + .. 
bilden, und denfelben in feine einfachen Factoren auflöfen, fo daß 

P=-Na.+9)B+rtrtD)oH+D. Ä 
wird, fo ift einleuchtend, dag für —z — ı ber erften Seichung 
Genüge gefchehe, wenn man 


o=Ay +77 








u — — — 1, der n——B—ı, der u—— — u. ſw. 
nimmt, fo daß jeder Factor ein particulaͤres Integrale gibt. Da alſo 
die Anzahl der Factoren den höchſten Erponenten der Differenzialien 
gleih it, fo wird fih hieraus das volgandig⸗ Integrale der vorge 
Iegten Gleichung ergeben: 


ya Yı- Li P—ı Lam +Dr°- +. 
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obey nur zu bemerken ift, daß, wein zwey oder mehrere jeuer eins 
chen Factoren einander gleich feyn follten, die Form des Integrale 
ven fo verändert werden müfle, wie es oben im Kapttel Il. gefchehen 
. Da naͤmlich die dort behandelten Gleichungen auf die gegenwaͤr⸗ 
3e Form surücgeführt werden, wenn man in denſelben lx ſtatt x 
zreibt, fo ſchoͤpfen wir hieraus folgende Regeln: 

1) Wenn der Ausdrud P den Factor (a + 2)? enthält, fo ent: 
eht hieraus der Theil des Integrals 

x 72 (X Big) 

3) Enthält der Ausdruck P den Factor (@-+-z)?, fo ift der hiers 

is entflandene Theil des Integrals 
= x? 71 [9X + %1ix + € (Ix)2]. 

3) Enthält aber die Formel P den Factor (a + z)*, fo wird der- 

raus entſtandene Theil des Integrale feyn: j 
x“ + Bir + CE (I + D (In)]. 

Wenn imaginäre Factoren vorfommen, fo werden fich die ihnen 

tfprechenden Theile des Integrals durch die gewöhnliche Reduction 


r imaginären Größen auf eine reelle Form leicht zurüdführen laſſen, 
e ich in den folgenden Zuſaͤtzen lehren will. 


Zuſatz ı. 

$. 1234. Wenn der Ausdruck P zwey einfache imaginaͤre Baer 
rem hat, welche in der Formel R-H-afz cos 8 z? enthalten find, . 
wird man durch Vergleichung diefer Formel mit dem Produste 


+2) (+2) erhalten: , 
— f(cos. 9 + V—ı sin.) und Bf (00. 9—Y-— ı sin.0); 
her wird 
- a _ a feon.t 0 x iv sin. 6 — „— feo⸗ 0.0 — fsin.Olx, 


Es ift aber 


e UV — cos. — Y—ı sin. u, 
lglich findet man 
-4g— 1 — „—fcos 9 & (f sin. 01x) — VI sin. (f sin. 813) 
“ — — rG — — — — 
X 


Da nun PT" auf.eine ähnliche Weiſe ausgedrückt wird, 
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wenn man das Zeichen von Y—ı verändert, fo eniſteht aus dem 
trinomiſchen Factor + afz cos. 08 2* folgender „Theil des 
Sntegrals: 
fcos.O - [A cos. (f sin. OIx) 4 DB sin. ital 
der fich auch ſo darſtellen laͤßt: 

Ax—frcos0—1 oo, (a + fsin.Hlx), 
woben a einen willfürlichen unverdnberlichen Winfel bezeichnet. 


3ufap 2 

. 1235. Wenn die Zormel P zwey gleiche ſolche Facteren ent: 

hält, fo daß | 
| (a + z)? BL (Rtatz co. + z’)? 

iſt, ſo werden auf aͤhnliche Weiſe die Groͤßen a und ß diefelben ima 
ginären Werthe erhalten; wie vorhin; und durch die Reduction ders 
felben ergibt ſich der zugehörige Theil des Integrale 
a feos6— 17% cos. (a 4 f sin. OIx) + 1x cos. (b-+-Ffsin. Olx)], 
welcher die vier willfürlichen conftanten Größen A, B, a, b enthält 


Zuſatz 3 
$. 1236. Hieraus erhellt alfo, wie man aus den Factoren du 
Ausdrucks P, es mögen diefe einfach oder quadratifch, ungleich oder 
gleich feyn, die einzelnen Theile des Integrald angeben und hierand 
dad ganze vollftändige Integrale bilden müſſe. 


Anmerfun g. 
J. 1237. Es kömmt alſo hier lediglich darauf an, den aus der 
Differenzialgleichung gebildeten algebraiſchen Ausdruck 
P=A+B(z—ı)4-C(z—ı)(@—2)+D @—1)(2-2)( 23) +... 
in feine reellen, einfachen oder trinomifchen Factoren aufzulöfen, was 
aber gewöhnlich fehr fchwierig ift, weil folche Formen gewöhnlich nicht 


ausführlich behandelt werden. Da aber jene Gleichung mit der allge - 


meinen, welche wir in diefem Kapitel entwickelt Haben , diefe Auflöfung 
gemein ‚hat, fo wird es zweckmäßig ſeyn, das, was fid hier Teiften 
läßt, lieber bey der allgemeinen Gleichung nachzuweiſen, zu deren 
Auflöfung ich daher zurüdfehre. Ich halte es für. nöthig, bier nur zu 
erinnern, daß, wenn man für die allgemeine Gleichung 


— 3097, m 
Bıd Cx?d?y Dx3Q3 
\=4+7 Beiy  erdy te 
irgend ein particuläres Antegrole, z. B. I— V fennt, wobey V irgend, 
‚eine Function von x bezeichnet, fo bald man y=V + v fegt, fols 
gende Gleichung zum Vorſchein komme: u 
Cx?d’v Dxı’sd’v 
+ I dr + dx’ +. ai 
wenn.man dad volitändiae, nach den Vorſchriften dieſes Problemes 
gefundene Integrale flatt v ſchreibt, ſo wird man das vollſtaͤndige 
Integrale jener Gleichung erhalten, wodurch man zuverlaͤßig die Rech⸗ 
= nung bebeutend abfürzt. 


Aufgabe 167. 
‘9. 1238. Sey gegeben die Differenzialgleihung 
des nen Srades von der Form | 
Br Cı?d°y N xnde 
X=Ar + +. tr... +5 
man fuhe daß Integraie derfelben, indem man bie 
Sntegration n Mahl wiederholt. 
Auflöfung 
Aus diefer Gleichung bilde man ſich den algebraiſchen Ausdruck 
P= A+B (z—1)+C (z—ı) (x—2) + D(2—ı) (2—2) (2—3) +... 
non + N (2—ı) (2—2) ...(2—n), 
fuche alle einfachen Factoren deöfelben ‚ ohne Rüdficht. darauf zu neh⸗ 
men, ob fie reell oder imaginaͤr find, fo ſtellt fich jener Ausdruc unter 
folgender Zorm dar: 

P=N(ke +) BE) tD.--- . 2) HgD, 
bey welcher die Anzahl der Zactoren = n ift. Zu Anfang diefed Ka⸗ 
piteld haben wir gefehen, daß dann jeder Factor, nämlid a-+-z, die 
Potenz x* darbiethe, durch welche unfere Gleichung integrabel wird; 
ja wir haben felbft gezeigt, daß das hieraus entſtandene Integrale, 
wenn man Kürze halber 

TI yaXdım X 
ſetzt, durch ſolgende Gleichung dargeſtellt werde: 
B Cx2dty Nemday | 


+ dr et —— 


* AMyu 4 








= A'y Aue ca 


= 508 — 





fo dag A’ — - = - wird, die übrigen Coefficienten aber in ber dert 
angeführten Relation ſtehen; hier aber wird es hinreichend feyn, vors 
züglich den erften Coefficienten zu berüdfichtigen. Hat man aber die 
erfte Integration bereitd auögeführt, und man bildet nach demfelben 
Geſetz aus der einmahl integrierten Gleichung die Größe 
P=r+B@—ı)+ÜO@—ı)E- +... 
... + N@—ı) @—2)..(@ —no+ı)y 

deren Auflöfung in Factoren ſchen aus dem erften Ausdruck P befannt 
ift, fo ift, wie ih ($. 1229) bewiefen habe: | 

PeENß+)GC+D6H+N...UG+)CH+9: 
fo daß P’ == r — = wird... Es wird demnach der Factor B + z auf 
ähnliche Weife den Multiplicator x? geben, durch welchen jene Glei⸗ 
chung integrabel gemacht wird. Sept man nun 


Po. SxP XKdxm=Xu, 





fo daß 
‚MaxPprı yP—a— dx y/sXdx 
wird, fo iſt das Integrale 


B AL G“x2d2y 


N xa—ı da-ıy 
+ dx? r...+ da | 
R 


5 * 5 iſt. Wenn wir auf dieſe Weiſe 


nach und nach fo viele Integrationen audführen, wie viele Einheiten in 
dem DOrdnungserponenten n enthalten find, und fo alle einfachen Zar 
toren des Ausdruds P zu Hülfe nehmen, fo werden wir endlich auf 
die Sleihung X) = Ald)y fommen, welche die verlangte Integral 
gleichung felbft ift; weil aber hier 


FC u. SEE 
@IET)GHFY):...oH+) 


it, fo fiehe man, daß der Nenner aus dem Ausdrude . eniſtehe, 


wenn man flatt z die Einheit ſchreibt; dann aber gibt der erfte Aus⸗ 
drud, wenn z== ı genommen wird, offenbar P=A, fo daß jener 


Nenner = — alſo A = N wird, was auch ſchon daraus erhellt, 
daß die Tepten Glieder aller Gleichungen denfelben - Eoefficienten N 


Xu ws Auy + 











wo Al 





— 3009 — 


aben, mit welchem alſo in der letzten Integralgleichung das ee Glied 
ſelbſt behaftet feyn muß. Es ift aber ferner 
) = x’! Jr ’P—!dx Th ... 

„Je tdx St Xdx,. 
nd da bier die Zahlen a, ß, y, ... wie inimer unter einander ver- 
mfcht werden fönnen, fo wird fi) das gefuchte Integrale aud, auf 
lgende Weife darjtellen laſſen: ' 
y—-iı —a—ı gah—tdgyP—T-tde... Ä 

es. ff ’T'da /w Xde 
F. 1339. Es tommt alſo hier nur darauf an, den algebraiſchen 
usdruck 
=A-+B(z—ı)-+-C(z—-ı)(e—2)-+D(2z—ı) (2) (2-3) +... 
feine einfachen Bactoren aufzulöfen. Iſt dieß gefchehen, hat man‘ 
imlich die Gleichung 
PeN@a+)E+9@+D...-E+9, 
wird das gefuchte Integrale hieraus leicht abgeleitet, und zwar auf 
ehrere Arten, weil fi, die Faetoren mannigfaltig vertaufchen laffen. 
lein alle Refultate bezeichnen denfelben Werth, wie aus den folgen» 
n Unterfuchungen noch deutlicher erhellen wird. .. _ 


Zufaß = 

$. 1240. Da diefe gefundene Form des Integrald eben fo viele 
vtegrationen erfordert, vom wievielten Grade die vorgelegte Diffe- 
azialgleichung ift, fo werden auch eben fo viel willkürliche Conftans 
ı eingeführt werden, wie ed die Natur der vollfländigen Integration 
fordert. 

| Anmerfung 

$. 1241. Weil das gefundene Integrale mehrere. Integrationen 
fordert, fo wird e6 um der bequemeren Anwendung willen zweck⸗ 
äßig feyn, diefe Form in Theile aufzulöfen, deren jeder nur ein ein« 
jes Integralzeichen enthält. Dieſe Auflöfung aber laͤßt ſich auf aͤhn⸗ 
he Weiſe ausführen, wie wir es oben gethan haben, und zwar wird 
er die ganze Rechnung auf einen Ausdruck von der Form 

‚fan a ıdı fa Xdx VVv 


— 00 wmimh 
zuruͤckgefuͤhrt, wilche ſich vffenbar ſo vordere Napt, baß man | 
re Sx"° Xdx — | 





„Jan Xdx 





m — 
erhält,.woben —8 zu bemerken iſt, DaB, wenn mn feyn font, 


eine eigene Reduction erforderlich fey, umd dag man in biefem Falle 
erhalten werde: 


/= /zXdx —=|x felix pe Xdxie. 


Diefe Regel wollen wir alfo änmwenden bey der Auflöfung der 
folgenden Probleme, in welden wir nad und nach alle Grade der | 
Differenzialien durchgehen wollen, mit Ausnahme des erflen Gradee, | 
weil der. Gleihung | B 

_ xX454 
wegen 


—— 





u PSAHNGY=NCHn 
das Integrale 
Nyz=x7a-ı yı®Xdx 
entſpricht, welches keiner weitern Reduction bedarf. 


— Aufgabe 168. | 
g. 1242. Sey gegeben die Differenzialgreigun 
des zwenten Oraded: 


a Nı2d’y 


+ I 
man. Nentwickle das Integrale derfelben durch einfad 
Integralformeln..- , | 
2 Auflöfung - 
Weil | 
PSAHBEZNENG- @— 2) 


ift, fo ſebe man 


Xz=Ay + 








P=N (a + z) (B-+ 2), 
fo wird das Integrale, nad) ber vorhergehenden Methode beſtimmt, 
Ny=Xu fenn, wobey Ä 


PtrıXu Yen ıdz /uXdx 
ift, welcher Ausdruck ſich in folgenden verwandelt: 
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8 — a 
* “fx xdx —-3 


und ſo wird man erhalten: 


* „SP Xdx, 


x „PB 
Ny= — /Xxdx + — 


Hier aber iſt der Fall auszunehmen, in welchem B=a« iſt, denn 
dann wird 


— setıxu = /Z sex: = 1x /zı*Xdx — [xaXdxlx, 
2 md wir werden demnach für diefen Fall erhalten: 


JsPXdx. 








Ny x. — sxXdz, oder 


Nya «Ten! [IxysXax — /ı"Xdıxlx], 
wo jedoch die erftere Form den Vorzug zu verdienen ſcheint. 


Zuſatz ı 
$. 1243. Sind die beyden einfachen Factoren imaginär, fo 
fege man 
(+ z) +2) = f + afz cos. 0 + 2, 
nnd man Wird — 
= f (00.9 + V—ı sin. 60) und 


= f (eos. — Y— ı sin. d), 
B—am — afy--ı sin. 9, 
Dann aber ift 
xt — zf cos. [cos. (£ sin. 61x) + y— ı sin. (f sin. 9] 


und 
x 2 fcon [cos. (f sin. 61x) — Y—ı sin. (f sin. Olx)], 
welche Formeln die Werthe von x? und x” P bezeichnen, wern man 
das Zeichen von V— ı in dad entgegengefepte verwandelt. 
Zuſatz 2. 
F. 1244. Man ſetze Kürze halber den Winkel 
f sin. 1x = 9, 


fo wird man nach gehöriger Subſtitution finden: 
Euler's Integrafrechnung. 11.98». 26 


alſo | 


wenn 


m 402 


— f cos.d (cos. — VA sine) /} „eos. 9 xx (cos. 2--V 1 'sin.o) 
mu amd, or 


food vn sin. 0) x cos. 9 
+ 2fVA sin. 


wo die imaginären Theile fich von felbft aufheben, und demnach wird 
_—f cos. 
x 


Nıy—- 


Xdx(cos.o — VA sin.o) 
/ 





Ny=- F lein. ꝙyxf 08-9 Xdx cos. ⸗ cos. ꝙ. /xf eos. O Xax sin +) 

3ufaß 3. | 

G. 1245. Diefe fo eben gefundene reelle Form ift alfo gleich: 

geltend mit folgender Formel, welche imaginäre Größen enthält, 
nämlich mit | 


m (L 








x =? 

Nye,- [x Xdx + — p/ Nix, 

(«+ z) (Gt 2) —=f2 +.afz cos.d + z? 

ift, und 9==f sin. Olx gefegt wird. Iſt diefe Reduction einmahl ge: 
macht, fo wird fie auch bey den folgenden Neductionen ihre Dienfte Teiften. 


Aufgabe 16. 
$. 1246. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
des dritten Grade: 


Xahy +2 


Cx?d?y Nı>d’y 
+ d 12 dx> 


man entwidle das Sntegrale derfelben durd einfade } 
Sntegralformeln. ' 








Auflöfung 
Da bier 
P=A+B@—1) + 6@—1)@-2) + Na -1) (22) (9) 
fo feße man 
P=N(+D) 6342) (Y+2), 

und weil durch die allgemeine Integration Ny = X“! gefunden wird, 
fo bemerfe man, daß | 

Ku x 17T (xYXıudx | 
fey, wenn wir nämlich den Werth von X’ aus den zwey Sactoren 
a-+ z und B + z fchon gefunden haben; man erhält nämlich nad | 
dem vorhergehenden Probleme 
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x⸗ *8 — Ss" Xdx + ST yPxaz, 





nd hieraus folgt: 

IT ax _ [x'xXdx 
($—.) (y—«) (B—.a) (y—«) 

a TY ssexas __pelXde 
—) Y-D WA 


JSXtdı= 


Es iſt aber: 
1 1 — — 1 
G-4) - 4) * @-9) 4-9 ta) BY’ 
ie theild für ſich Flar ift, theild aber aus dem $. 116g bewiefenen 
hrſatze hervorgeht. Das gefuchte Integrale wird demnach durch fol⸗ 
nden Ausdruck dargeſtellt: 


*x Xdx sp — — x 7 fılxdı 


x 
Nıyan-ao-a T 


3ufag 5 
$. 1247. Wenn die Formel P zwey gleiche Factoren hat, ſo 
ß 84 iſt, fo wird, weil dann 
Ku Tan! = ya Xdx 
rd, 








7% dx 1 
7Xudx= [Er xas— 
Y—- a x y— 
ift aber | N 
aid /"Xdx =- 
id hieraus folgt: 


„SIT Xde; 








@ 
JS" Xdx — m = [x Xdx, 


— 
F 


d — 
xy=—— —fs® Xdx — enge 





a —7 
a — /5 
— * xdx -5 5* Xdx. 
3ufap 2. 
F. 1248. Eine ähnliche Formel wird erhalten, wenn y= B 
nommen wird y denn dann wird 


| „Be fxP Xdx 1 dx 
ax Sr Xdi 4 — Ss" Xdı 





2b * 


zu 'L04 mm 





und daher 

—ß d Pr Pxasx > fs" Xdx 

x x x x 
Ny=,77 — — SıPXdx —— — — 

Zuſatz 3. 
$. 1249. Wenn aber alle drey Factoren einander gleich find, 
wenn a = ß = y ift, fo wird man erhalten: 
JS Xudx = dx = ps Xda, 


und daher erfcheint in dieſem Sale va Integrale in der kurzen Forn 
dx dx 
Nxy = x” :/7 — Ss"Xdx. 
ö 


Zuſatz 4 
6. 1250. Wenn zwey Bactoren imaginde find, wenn naͤmlich 

(+2) +) =f + afz co. 0 + = 
ift, fo bleibt zwar wegen. Ä 
a = £(cos.d + V1 sin.) und B = f(cos.d — V-ıeinf) 
das legte Glied unferes Integrales reell, indem 

(a — y) (B— )=y — 2yfcosd + f 
ift; allein, wenn 9 —f sin. Olx gefept wird, werden die beyden 
erften Glieder übergehen in Ä 
— f cos.9$ 


x 77 (cos. @ — YZı sin. g) fx 08.0 xx (cos.2 4VA sin. ) 
— 2fv-i sin.d [(y — f(cos. + VI sin. 6)] 


+x feos. 6 (cos.9 + VA sin. 0) fat °8 Oxax (608.9 — VA sin. 22 
afv-ı sin.d [y — f (cos.08 — VAI sin.6)] 
welche ſich auf folgende reelle Form zurüdführen laſſen: 


le F eos.6 [y sin.o — f sin. (6 + 9)] yes dxar cos. ) 


— 8 feos6,, c08.9—f cos. (6 + ajyat eos 


Xdx sin.o 
f sin.9 — ayf cos.d + f2) 


| AUnmerfung. 

6. 1251. Was die imaginären Factoren betrifft, fo wird fih 
die Reduction der hieraus entftandenen Integralien leichter im Allge⸗ 
meinen behandeln laffen, und daher will ich mich bey diefen beftimmten 





} 


— 05 —— 


Graden der Differenzialien nicht laͤnger mit derſelben beſchaͤftigen. Allein 
die gleichen Faetoren, mit welchen wir und hier für die einzelnen Grade 
befchäftiget Haben, glaube ich noch genauer verfolgen zu müffen, weil 
ich oben durch das zu fchnelle Fortfchreiten zur allgemeinen Entwidelung 
in einen ganz befondern Irrthum gerathen bin, welchen ich fogleich 
gluͤcklich Hätte vermeiden koͤnnen, wenn ich mich dafelbft doſer Methode 
bedient hätte. Ein ähnlicher Irrthum rüdfichtlich der imaginären Fae⸗ 
toren ift nicht zu befürchten, da bey diefer Rechnung feine Größen er⸗ 
fheinen, welche, weil fie unter der Form des unendlich Kleinen er⸗ 
| fcheinen, vernachläßigt werden müffen. Aus diefer Quelle aber find 
jene Sehler, welche ich oben begangen habe, hervorgegangen, welchen 
feinen Irrthum ich mit der nöthigen Verbefferung hier entwideln will, 
um die Sache in ein defto helleres Licht zu ſetzen. Es handelt fi 
nämlich in dem gegenwärtigen Falle darum, daß der Werth der beyden 
Kormeln 
s@ fs@Xde x PfeeXdr 
(B—.«) (Y— a) +; (a) 1-9) 
beftimmt werde, wenn B=a ift, und die beyden Glieder ind Unend⸗ 
liche fortwachfen. Zu diefem Zwede fee ih B=a-w, wobey w 
eine verfchwindend Pleine Größe ift, fo wird 


xP — x0x0 — yleolı _ ya (1 + olx), alfo 
-P—x x ° (ı — olx), 


und daher aalten ı wir: 


x @ yıXdx — ols)fı"Xdx(ı + olx) 
aa Tat 
Weil nun 

1 1 1 


men GE — — — — ————— ————⏑—·· — — 


ſo geht das erſte Glied uͤber in folgende Form: 
Rt red x 
(7 —P) G—-M 7 
das legtere aber Löft ſich auf in 


_ 7 @ fx” Kir = x 1 /ı"Xdx— x fi" Xdılx 
u 6 


und der geſuchte Werth iſt für den Fall, wenn a=ß iſt, enthalten in 


— 400 m N 


- 





R Xdx — fıXdsls TUT" pı@xdı oder 
. y — 4 (Y— “)* . | 
x dx „a 
ya — Sa Kar aa) Xdx . 


Das Iggte Glied dieſes Ausdruckes, welches bey jener fehlerhaften | 
Methode weggelaflen war, entfteht Daher, weil wir hier auf den Um: | 
terfchied zwifchen den Ausdrüden y—a und y — B Rüdficht genom- 
men haben, welche unerläßliche Vorficht wir oben vernachläßigten. 


\ 


Aufgabe ı70% 
$. 1252. Sey die Differensialgleihung des vier 
ten Grades 


Xoay+-ı 


Cx2d?y Dysd’y Nıtdiy 
+ dx? +77” Ar + dx 
gegeben, dad Integrale derfelben durd einfade Ir 
tegralformeln zu entwideln. 


auflöfung. 
. Wenn man fich hieraus den algebraifchen Ausdruck 


P=ZA+B@—ı)+-C@— )@—-9)--De— 1) a) 
NE 1)E-2)@-I)e— 4) 








gebildet hat, fo fege man 
P=Nd(a+z) (+2) + z) ö +82); 
fo findet man nach den allgemeinen Vorfchriften 
Ny= xiv, wobey XIV oo x-ÿ x «dx 

ift, wenn man nämlich X aus den drey erften Factoren beftimmt, 
wie es in dem vorhergehenden Probleme gefchehen if. Man muß 
nämlich den dort für Nxy gefundenen Werth mit xö—idx multipli: 
eiren, fo erhält man dann: 


6—a ,_a d 
.$ x. /[x Xdx Jx Xdx 
x Xudx = — — — —— — 
2 x=+ (Ba) (Y—a) Ö@-a) (Ba) (y— a) d—.) 
SP — — — fx°Xdx 


TG-50-5 6-5 GH G-9 CB 
07 YıYXdx fx°Xdx 


tray a-)C- ByEe-ne- 


— 07T m: 


wo, wegen ber oben bewiejenen Gründe, die drey Tegten Glieder in 
den Ausdruck 


S 8* Xdx - 
a —— @-50-5 
zuſammengezogen werden, fo daß das gefuchte Integrale 

—@ (,@yxdx x P yıPxax 
N:y —— — 4* — u; 55 
4 x ‚1 /ılXdx - 8 52 xax 
7TTRVy — 
iſt, wenn nämlich alle Factoren von einander verfchieden find, Die 


Bälle aber, in welchen zwey oder mehrere Factoren einander gleich fi ind, 
werden wir in den folgenden Zufägen unterfuchen. 


a 


3ufag. 
H9. 1353. Wenn zwey Factoren einander gleich ſind, naͤmlich 
sy, oder wenn 
| PeNat)@+9JG+2, | 
fo entſteht aus eben diefer vorhin für Kr gefundenen Zorm dad 
Integrale 


nie x ® st Xdx x T/ılXdx 
Ny= == - ea) (Y— —J B—-.a) — e)* 
4 ———— — x T fxlXdx 
aD G-M ade Bi 
| Pak ko JS Xdx 
+ — 


wo die negativen Theile ſich auf folgende Art darftellen Taffen : 
1 x 'Ifı'Xdx ı/Xdx (——; _ 1 ) | 
a@-9 (0-9 0-87 


Zuſatz = 
6. 1254. Wenn drey Factoren einander gleich find, fo daß 
| P=N(+2)(ß+2)%% 
alſo 5=y=Pß wird, fo ergibt fi) auß der (, 1248 gefundenen 


N 


— 108 — 


Formel das Zutegrale: | ı | 1 
Nero —& y@xax _ sPyrıPxdx J Pr yıPzar | 
En ee Ba 
+ Pre Vz yPxas 
a— ß 
Zuſaz 3. 


G. 1255. Wenn alle vier Factoren einander gleich find, fo daß 
P=N(+t2z)%, dlpsceymßm=a 


wird, fo ift, nad der S. 1249 für drey gleiche Sactoren gefundenen 
Sormel, das Integrale: 


Nıy = ı7 :/= [= = naxdx. 


Zuſatz 4 
F. 1256. Wenn B=a und 5=y iſt, fo daß zwey und zwey 
Factoren einander gleich find, nämlich 
P=N (a-+t 2) (+ 2), 
fo ergibt fich nach F. 1247, wo die Bactoren (a+-z)? (y-4-z) waren, 
dad Integrale: 


Nıy = ÖX pgaXdx — ILL "dxyx”Xdx 


x 
Y—-o2/) x rn — a)? 


af Xax + — I Xär + 


und da 


y-a—ı a — 
Jx dı/ı"Xdr = — 





— — ——— 
— dr x Xdx 








a 
a — 1 
7/x Xdx — —W 


iſt, ſo wird dasſelbe in folgenden Ausdruck zuſammengezogen: 


x dx a x dx 
Nxy == — — Sx Xdx * — — /xTXdx 
7 
22 2 
— Ss"Xdx + am JsXdx 


Aufgabe ı7ı. 


$. 1257. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
des fünften Grades: 


— 40090 — 


Cx?d2y 4 Drüy ExadAy Nsidsy 
dm a + In dx u dxs 


Das Integrale derfelben F einfache Integralfor 
meln darzuftellen. 


Xeoly — SEO 


Auflöfung. 

Da man fich hier den algebraifchen Ausdrud 

P=A+B(z—ı) +C(@-—-ı)(2—2)+... 
.+ N (2— 1) @— 32) (a —3) (z— 4) (e — 9) 

zu bilden hat, fo febe man - 

P-NGT2) 642) 42) 645) (+2), 
und wenn alle dieſe Factoren von einander verſchieden ſind, ſo wird 
man aus dem vorhergehenden Integrale, wenn man die Integration 
von Neuem vornimmt, für dad gefuchte Integrale erhalten: 


— Sardr 5, so Pyxar 
| Ba) (1a) a) e—a)  (a—P) ap (—P) C—P) 
x TyılXdıx NT 
| *5 B—-Y (d—y) — — y—d) (e—8) 
| ef Xdx 


+ a@=96=90 9025 
Die Fälle, in welchen zwey oder mehrere Factoren einander gleich 
find, wollen wir in.den Zufägen entwickeln. 


Zufaß ı. 
$. 1258. Wenn zwey Factoren einander gleich find, fo daß 
P-N(42) 642) 425) Gr DI 
alſo e=5.wird, fo findet man nach dem vorhergehenden Probleme 
das Integrale 
N —® fstXdr — ıye'Xdr 
7. +5 Be) 1a) (de)? 
4* — Xdx 
(e—B) (Y—B) d—P)? 
+ x TI Yılxdı — — — 
WEN EN — 
8 [2 (°xdx 
* (a — 9) (B— 9) 4 A 








3ufag a 
$. 1259. Wenn drey Zactoren einander gleich find, fo daß 
P=SNGa+)ß+D)CH+A, 
alfo e=5=y wird, fo ergibt fi nach Zufap ı des vorhergehenden I 
Problemes 


— dx 
x * yı@xXdx — ı 7 yılXdx — x ı SZ — — — 


Maya go TB) 
sp yaPxax — x TyılXdı _ x 1 Ss! Xdı 
(a—P) (Y—P)°  &—P) - 
[ES fıılXas | 
* “en 
Zuſats 3 


(6. 1260, Kenn vier Zactoren einander gleich find, fo dag 
| P=N(a+2) ß+2)%, 
alſo ⸗— 5— 68 wird, fo wird man, nad S. 1254, erhalten 


Nxy — x @ (s”Xdx _ x PpsPxdx — Pf“ yPxaı 
(d— a)‘ (da) (B— a) 
SESzrPr  FESTESESE SPS 
gg TI ⸗ 
und wenn alle fünf unter fich gleich find, oder wenn 
P=N («+ 2)‘, 


fo wird das Sntegrale feyn: 


Nyox- SESeSeS® yx2Xdx. 


3ufaß 4 
9. 1261. Enthält P zwey quadratifche Sactoren, fo daß 
Ä P=N(a+z) +z% (+2), 
folglich 5= y und wird, fo wird ſich nad $.1253, nad: 
dem man die nöthige Reduction gemacht hat, folgendes Integrale 
ergeben: 


‘ ) 


— Zi] m 


ara — ——— sy lXdı ti — —— 


Nxy— „a jr ddırz "fr Sdz 
* ———— (Be) — 
x Pf“ pPxax X Y/ıXdı + x P yıPxax 

(«—B) (Y— BB)? (.—P) d—y)° 
4 7/2 SXds 0 YıılXdax+ x P yıPxdx 

 @-9) P—-Y% (a—Y) By ! 


welches ferner auf folgenden Ausdruck zurücgeführt wird: 
— —JJ x [EIER PyPxXdx 
Dan) (Y— a)? (2) (Y— 6) (.— PB)? (Y— B)* 
2 x — Xdx 
(æ — 8) Y— PB) 
4 x“ 7[ (Ixdx _ x Tfs!xdx ax TfılXdx 
- (7) @—y% @-ME-P 7 a-ya-yi* . 
3ufag 5. 
$. 1262. Wenn P einen quadratifchen. und einen fubifchen Factor 
bat, fo daß 


Nxy 


P=Nat +2, 
alſo B=ma md e=d=y, fo ergibt fih, nad) $. 1254, das 
Integrale 
x af ys°Xdx 3x @ (y@xdx 
Ta Ta — 

x 7 = = (I Xdx ax 7/ — — 3x« 
Tg — ⸗ 


Anmerfung. 


$. 1263. Aus diefen Formeln erfennt man nicht fo Teicht, wie 
man diefelben für eine große Anzahl von Sactoren weiter fortfeßen 
müffe, wenn nämlich einige diefer Sactoren einander gleich find; denn 
die Theile der Integralien, welche den ungleichen Sactoren entfprechen, 
befolgen ein Geſetz, welches von felbit in die Augen fällt. Die Inte- 
gralien aber, welche gleichen Theilen entfprechen, fönnen bequemer 
ausgedrüdt werden, wenn man fich einer gewiſſen Reduction bedient. 
&o 5.8. wenn man für den Fall des Zufages ı Kürze halber 
a—d5=p, B—5=qg md y—5=r feget, fo ift der Aus⸗ 


o 
“ 


u /172 m 


druck — 8 —E multiplicirt mit der Summe 

1 1 3 
p—-gQ) (r—p)p? + p—-g (a-—-r 4 + ((—p) (ga—n)r 
oder mit 


' 


(g—n)qQr? + (r—ppr + p— Op; 
P—-g (a-Ne—pper 
der Zähler dieſes Bruches ift: 
— pP—-9(4—N(e—p(patpr+tgr; 
fo daß diefer Bruch auf folgenden zurücgeführt wird: 
zpq—- pr -qar _ _ ff! 1 29. 
pꝛ qꝰ r? par € + q + ) 
Wenn demnach 
PNEGDGTÜ 
iſt, ſo ſtellt ſich das Integrale unter folgender Form dar: 
No x *yı@Xdx x PrsPxdr x IılXdı 
TEE)? Ta) 4-9E-9° T R-YE-PE-N 
dx 
söfepe Xi — sdxar 1 — 
+ (a) BI) (a3) E28) (y—8) \a—8 — 5) 
Für den Fall aber, wo 
P=Na+42)ß+9G+2 
ift, wird man an erhalten: \ 
® (x Xdx sPyrPxax 
F — a) (y— eo)? (—P) Y—P° 
+ rfZSEITRa SEIN Kar J 
(e—Y) E—Y) @—-„)R—Y \e-y ' PP 
x 7 S ı'Xdx 1 1 1 
+ —Y) d—Y \@—y% + (—Y) Bd —Yy) * 5 
Ferner wird, wenn 


P=N@+2)@+D if: 





Nıy = 





Ta yaxaı  s PSZSEl TE fe Xdx 
Nıy = — — — —— — — 
(B— a)‘ a — 
—eft “=: (n6xdx : ef“: ysexar N) 
a— 6 ae Te  a-H 
_ x Sy Xdx 1 





a— (a— 9 


— 413 mm 
Wenn aber 
P=(a+ 2) (+z% (y+2)% 
ſt, fo erhält man folgendes Integrale: 
ixy- x *yı"xXdx x PfZys" xax 
(&— a)? (y — a)? («— 8) (Y— 8)* 


x P yufxax 1 2 ) 
— Y— 9% Y—-E 


—— 5* —Tfılxdx 1 2 
+ @» E- @—-y (;+ #55) 
Endlich wenn 

P=Nd(a+2)% (y-+ 2) 


ft, wird man erhalten: 





— dx 
yo! ef SERdE —@ y(1"xXdı 3 
(—a)? (1a) ya 
x ı[z “: (xYXdx x [Ef xax a 
+ —8 u («— y)? “ar, 


x Tyılxdx 3 
ieraus erhellt Die Natur diefer Formel fehon deutlicher, und man fieht 
ugleich, daß auf den aus einigen Sactoren entfprungenen Theil des In⸗ 
egrals die Gleichheit der übrigen feinen Einfluß äußere; deßhalb koͤn⸗ 
en wir nun das allgemeine Problem vornehmen. 


Aufgabe ı72. 


$. 1264. Sey gegeben die Differenzialgleihung 
ines beliebigen Grades, von folgender Form: 





— Cx2d?y Dx’d’y Nınday 
t=Ay+ It 7 ra 


nd der hieraus nach folgendem Geſetz gebildete alge- 

raiſche Ausdrud: 

'=A-+B(z-—ı)+C en (z—2) + D(z—ı)(z- 2)(z—3) +... 
.. + N(z—ı)(2— 2)... (2—n) 

abe lauter ungleide Baetoren; man ftelle den volls 

Euler's Integralrechnung. IL Bd. 27 


— 414 u 


⁊ 


ftändigen Werth von y duch einfache Integralfor— 
meln das, | 
Auflöfung. 

Seyen erſtlich alle einfachen Sactoren des Ausdruckes P recl, 

nämlich 
P=-Na+)C+)t+D).:.CH+2), 

woben die Anzahl der Factoren = n ifl. Aus dem Vorbergehenden 
weiß man bereits, daß aus jedem diefer Factoren .ein Theil des Inte: 


grales entſtehe. Um nun diefe Theile aufzufinden, entwidie man 
nachfichende Werthe: 





ı) für sa — 4 ſey 1= — oder ı—-T 

P ap 

2) » z=——ß >» J— 2 Pa 

3) v z=—y v =,77 » =: 
Da alfo i 
B—ıa) Y—a) d—a)...-(—ıa)=- 


N 
ift, fo wird der Buchftabe N aus den obigen Ausdrüden durch Divifion 
weggefchafft werden, und dad gefuchte Integrale wird feyn: 


xy =, eXdıt.ı PyafXdx + gr Y/Xdx+... 


bis alle einzelnen Sactoren in Anfpruch genommen worden find. 
Wenn nun aber die Formel P imagindre Factoren hat, fo wird 
man die hieraus eutfprungenen imaginären Theile auf folgende Weile 
auf eine reelle Form zurücführen önnen: Weil je zwey einfache ima- 
ginäre Bactoren einen reellen doppelten Factor geben, fo wollen wir 
(+2) ß+2)=f 4 afz cos.d + 2° 
ſetzen, ſo daß 
a = f(co.d + VT ain. 0) und B=f(cos.d — VT sin.$) 
wird, und daher beffimme man zuerft die Werthe der Größen A und 
B; da aber jede derfelben aus dem Ausdrucke — abgeleitet wird, und 
zwar der erflere, wenn z—= — a, der lehtere aber, wenn z=—ß 


gefebt wird, fo fchreibe man in dem Ausdrude ſelbſt durchaus 


— /]5 — 
für z 
— f (c06.8.+ V— ı sin. 6), 
und es ſey P + QAV—ı daB Nefultat, fo iſt einfeuchtenb , daß 
A=PLaoaY-ı md B=P— Av-ı 


feyn werde, woben zu bemerken ift, daß P und Q reelle Größen be⸗ 
zeichnen; da ferner 

zum nv „menv-ilz _ „Moos. (nlx)-+ V— ı sin. (nlx)] 
ift, fo wird man, wenn Kürze halber der Winkel f sin. O)lx—p 
geſetzt wird, finden: 


x@ — zf cos. 6 (co. + Y— ı sin. 9); 
wa yo f eos (cos. 9 — V ı sin.p); 
xd — zf cos.0 (cos.9 — V— ı sin, 9); 
xP ug fo (co.9 + Y—ı sin. 9); 
wir werden daher fiir die beyden Theile 


—_ x 4 a xp zB 
y /x Xdıy —x SS’ Xdx 


wegen 
| AB = PM + 0: 
erhalten: 
| (PAY) (00.9 — V-1sin.g)/z"°0% (000.9) 
„—feos.8 VT sin.) Xdx 


+5. — 
pꝛ 4 ↄ: (cosg+V—ı sin.p) fx eos. O (cos.p 
— y-—ı sin.9) Xdx 
Diefer Ausdruck redueirt fi, weil die imaginären Theile fich til« 
gen, auf folgenden: 


ar f cos. 6 (P cos. — D sin. ft cos. 0yar cos. ꝙ 
fi ax f c08.0° ( cos. + P sin. Vf c08. Oxdx sin, | 
p? + D2 
Ein folcher Ausdruck erfcheint jedesmapl in dem Integrale, fo 
oft die Formel P einen trinomifchen Factor von der Form 
f? + 2fz cos. 4 2* 


enthält. 
27 * 


1* 


— 416 


Zuſatz ı 
$. 1266. Obgleich aber einige der einfachen Bactoren von P ima 
ginär find, fo wird dadurch die Entwiclung der reellen dennoch nick 
geftört; denn die Theile des Integrals, welche den einzelnen Factoren 
entfprechen, find von der Befchaffenheit der übrigen Bactoren gan; 
unabhängig. 
| Zufaß >». 
' F. 1266. Bisweilen Täßt fich der Theil des Integrald, welcher 
aus zwey imaginären Factoren oder aus einem trinomifchen Factor 
entfteht, in einer gefchmeidigeren Form darftellen, wenn man. 
P=Dco.2 md D=Dd sin? 
ſetzt denn auf dieſe Art wird jener Theil die Form erhalten: 


cos. ſcos. 4 9) /x c08.8X 4x cos. 45 


O 

+ sin, (æ49) /x.cos. PXGIX sin. 9], 
wo 2 und 6 conftante Winfel bezeichnen, 9 aber einen veränderlichen, 
weil = f sin. dlx ift. 





Aufgabe ı73.: 5 

9. 1267. Wenn für die, im vorhergehenden Pre 

bleme vorgelegte Differenzialgleihung die aus ihr 

abgeleitete algebraifhe Größe P zwey gleiche ein 

fahe Sactoren enthält; den hieraus fich ergebenden 
Theil des Integrales aufzufinden. 


Auflöfung. 
Sn der früher aufgeftellten Form 

P=Na+)RB+)G+D)C6H+N... 
fegen wir alfo B= a; weil aber dann beyde Theile des Integrale 
unendlich werden, deren einer mit dem Zeichen -, der andere aber 
mit dem Zeichen — behaftet ift, fo daß beyde mit einander verbunden 
eine endliche Größe daritellen, fo wollen wir, um Ddiefelbe zu beftims 
men, B=a— uw feßen, wobey w eine verfehwindende Größe bes 
zeichnet, und wir werden dann erhalten: 

— — No (y—a) (ö—a) (e—a)... um 
B=+NG-)6—-MAC—B:-.- 


\ 


zum 37T m 


Nun febe man 
P oo $p _ 
CHEFS art 





ſo daß 
Q”=NG+2) (+2) +2. 
wird, To erhält man offenbar | 
a=—oQ fr z=—a md . 
B=+-uQ +» z=—$=m—ate,. 
Hieraus geht nun hervor, daß der Ieptere Werth von Q dem 
erftern um fein Differenziale dQ übertreffe, wenn 
z—= —a und dz=o 


gelegt wird, fo daß man hat 
8=o(Q+e7) fr ze — 4, 


alſo 1Q 
1 1 1 1 1 
Bug 7 
wobey u if. Da aber dann 


—*8 x =. (1 — ulx) un 
- x 8 (646412) 
wird, fo werben die beyden gefuchten Theile des Integrales feyn: 
58 — Kir (I at z)* x (1+olx)/s*Xdx(1ı—olx) 


und weil fih Hier die Glieder, welche den Divifor co haben, tilgen, 
ſo ergibt ſich das Reſultat: 


2 25. 


oder 


— x7@ (ix x"Xdx — /x”Xdıxlx) —_d.- x % (Xdx 
J/x S ) dz J 


\ 


Q x Pk 4 Fr: . 7 x % (x@Xdx, 


wenn man nämlich fowohl in dem Werthe —, als auch in dem Außde 


q 
drucke iz d.n überall — a ſtatt z fchreibt; weil aber Q= 


iſt, fo werden dieſe Werthe hieraus leicht gefunden. 


@ 5 


— 1 — 
Zuſatz ı. 
F. 1268. Wenn alſo die aus der vorgelegten Differenzialglei- 


hung abgeleitete algebraifhe Größe P den quadratifchen Factor 
(a + 2)? enthält, h gibt diefer zu bem Sintegrale folgenden Theil ab: 


er x = yatXdx x+ > — -d. er 4 fx“ Xdx 
wenn 2 — a genommen wird. Wenn daher bloß («= 2) als 
Factor erfchtene, fo würde der entfprechende Theil des Integrales feyn: 


(SH 2 a yzaXax für 2 — — a. 


Zuſatz 2. 


$. 1269 MQ— ift, fo wird, wenn z——u 


— — 
(a + 2)? | 
ft,0= Tri weil aber bier der Größe & ſchon ein beftimmter 
Werth beygelegt ift, fo Laßt fich hieraus = nicht beftimmen , fonden 


man muß die erfte Formel De l aus welcher 


dQ _ (a +:)dP — aPda 
da (a + 2)’ dz 

gefunden wird, und weil fowohl der Zähler als der Nenner dieſes 
Brudes für z= — a verſchwinde ‚, fo wird man für denſelben Fall 
erhalten: — 

dQ (a (a+r)dP—2dzsdP («+ x) dsP ds P 

dz 8 (a + 2)2 dz? Garde Ga 

Zuſatz 3. 


P 1270. Bis man diefen Werth gefunden, ſo wird, weil die 





1 1 dQ 4dzd>P 

7 9 . 0” — Qadaz — — 3°(& P)2 oder 
1 a ı _ 2dz 1 
da 53287⸗⸗ 


aus welchen Formeln die Theile des Integrales leichter beſtimmt wer⸗ 
den, wenn die Factoren von P nicht entwickelt dargeſtellt find. 


> 


— 11) — 


Aufgabe ı74. 
$. 1271. Wenn für die vorhergehende Differen- 
zialgleihung die aus ihr abgeleitete algebraifche, 
Größe P den Eubifhen Factor (a + 2) enthält, den 
hieraus fih ergebenden Theil des Integrals auf 
zufucden. 


Auflöfung 
Setzen wir alfo, ed fey 
P=(@.+D]g+oD)R, 
wobey y=a— o ift, und wm als eine verfchwindende Größe ge 
nommen wird. Die früher durch Q bezeichnete Größe wird demnach 
bie Q=(y-+z)R, und, wenn 2 — — a gefegt wird, wird 
Q=— oR, wenn man in R ebenfald z—= — a nimmt; da 
ferner 





Sort IR m —_ iR 


dz dz 
it, fo wird man für denfelben Fall erhalten: 
ı 1 dR 1 1 1 1 
797* at samt 


Aus dem quadratifhen Sactor (a — 2)? ergibt ſich demnach, 
dem vorhergehenden Probleme mir folgender Theil des Integrals: 


_ 5*  (Zrexar—(z — —S—— 3)* x fe Xdx; 
deſſen Glieder wegen oo beyde unendlich werben. Hierzu fügen 
wir aber noch den aus dem dritten Factor 


ytz=aı—-o-z 


entftandenen Xheil, welhe wegen 


— — — = (a 2) R 
durch folgenden Ausdruck dargeſtellt wird: 





1 


_ — —77 
7* arXxdx, 
wenn man 
— — y=—-ato0 


fest. Wenn num der Buchſtabe R wie vorher jenen Werth bezeichnet, 


» 


— [020 — 


welcher durch die Subſtitution z=>— a hervorgebracht wird, fo muß | 
man, imdem man diefen Werth um die verfchwindende Bröße w ver: 
mehrt, ſtatt — fchteiben; | 

1 [2] ı w? 1 

arzt at amt. 
wenn wie nämlich den Wertb z= — a auch hier beybehalten. Es 
wird demnach wegen = - z== w der entfprechende Theil des Inte 
grales feyn: 


1 1 


— — 1 — — 
ta: 9 ats tat) ga-fo Js—0Xdx, 


| 
und fo leuchtet nun ein, daß man jenen Werth von n bis zur zwenten | 
Potenz von «w hätte fortfegen müllen; und ed wird gut ſeyn, bier aud 
den andern Theil, welcher die Größe x enthält, nach demfelben Ge 
febe auszudrüden. Hiebey bemerfe ih, daß, wenn ein, Ausdrud von 
der Form 

x® x ® Vdx 

nach den Potenzen von w zu entwicdeln ift, dieß auf folgende Weil 
fehr bequem gefchehen koͤnne. Sest man | 


v=x® /x"®"Vdx, 


ſo daß 
x ®y—m /[ı ®’Vdx | 
äft, fo wird man durch Differenziation erhalten: | 
oavdx 


dry —— —⸗ Vdx, 
X 


und daher wird man, wenn 
v=T+oT + oT Lo Tur,., 
gefebt wird, finden, indem die Glieder nach den Potenzen von « 
geordnet werden: 
dT+odT + 04T” +wdTu L..,. 
— Vax — „ri: — —R — ws Tu SE — ,... } —o 
x x x 


und daher 


T=/Vdx; v=/Zva; —— ————— 


— 421 — 


folglich wird, da bey der Anwendung V=x"X if, der aus dem 
Sactor 


| y 4 2 2 a — 6 4 2 
entſtandene Theil des Integrales ſeyn: 


⸗ | 1 — dx—. 
(ta st2=® at-) x «(A° Kant ja Xd x 
+a[Z se Xir+...). 
Wird nun mit diefem Theile der aus (a + z)* entflandene ver- 
bunden , fo heben ſich alle unendlichen Glieder gegenfeitig. auf, und für 


den kubiſchen Zactor (a + 2)? der Größe P= (a + z)’ R erfcheint 
im Integrale folgender Theil: 


ul Ar Z puaXds + 234. g® put Xäx 
. 1 


+ Im # * x @ (x@Xdx, 


wenn nut in der Größe R= —— — durchgehend 2 — a ge: 


fest wird. 


w+® 


3Zuſa tz 1. 
$. 1272. Die bey der Auflöfung dieſes Problemes gebrauchte 
Methode läßt ſich ohne Schwierigkeit auf beliebig viele gleiche Factoren 
ausdehnen; denn, wenn (at 2)” erhoben ein Factor der Größe P 
(a + 2)” 
P 


wäre, und man fest in dem Bruche ‚, und feine Differenzias 


lien, nach der Entwidelung z=— a, fo werden ſich die hieraus ent« 
ftandenen Theile des Integrald auf folgende Weiſe darftellen: . 


Euler's Integralrechnung. 11 Bd. 8 


Sactor der 


SrößeP “tr: “ra | er» 
Integraltpeil | a FE, a yaxas Et „— V* puaXds |EHN a fir fr — 
































P pP x - pP x x 
( 2 — 3 — d 
*4. ur x @ sx*Xdx ma,2tr x” :[ Zi2"Xdx 
ern: d?, ce En ya JSx"Xdz. 
| 3ufag 2. 
$- 1273. Wenn zwey oder mehrere doppelte Bactoren einander gleich find, fo wird man, wenn 
& a== f (cos.9 + YV—ı sin.) ud B=f (co.d — Y—ı sin, $) 
gefegt wird, die für die Potenzen (a + z)? und (B 4- z)? abgeföndert entwidelten Theile nach der oben gebrauchten 
| Methode ohne Schwierigkeit verbinden, und auf einen reellen Ausdrud zurüdführen fönnen. 


Anmerfung. 

_ F. 1274. Eine ähnliche Methode, nach welcher wir diefed Kapitel behandelt haben, hätten wir auch bey der 
Entwidelung des dritten Kapitels gebrauchen follen, und daun wären wir keineswegs der Gefahr, in Irrthümer zu 
gerathen, ausgefegt gewefen; nun aber wäre es uͤberflüſſi g, die dort begangenen Fehler hier zu verbeſſern, indem 
nicht allein die Methode ganz dieſelbe waͤre, ſondern auch die hier behandelte Gleichung leicht in die dort betrachtete 
Form verwandelt werden kann und umgekehrt. Denn wenn man in der Gleichung des dritten Kapitels 
| Bay Cdy , Ddsy  Edsy | 


+ ds? + dis Tin Tree» 
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x lv, alſo dx = = ſetzt, die Function X aber übergeht in eine 
Function von v, welche wir V nennen wollen, fo wird eine Gleichung 
von der hier/behandelten Form zum Vorſchein fommen. Da wir aber 
am angeführten Orte das Element dx ald unveränderlich angefehen 
haben, fo wollen wir, um diefe Bedingung zu erfüllen, 

dy=pdx, dp=gqdı, dg=rdx, dr=sdx 
fegen, damit man folgende Gleichung erhalte: 

x\=Vm=AytBp-+€g+Dr+Es+. 

Wenn wir aber jegt wegen dx = = dad Element dv als con 
ftant annehmen, fo erhalten wir: _ .. 


dp _ v2d2y vdy 











I= 77 dv? dv 
dq vs dꝰ y 3 vr de y 
— 7 Im dy? + dv 
dr vadey 6v>d!y 7v?2d?y ZI 
8 — u — 
= Ir d v® +75” av. + dr +77 


ds vsdsy 1ov®d?y 25 v’d3y —E vdy 
'— dı dw *— ——⸗ dv + dv> +7? am ++ Av? 


ed wird daher die zwifchen v und y beftehende Gleichung ſeyn: 





Cv?d2y v»dsy _, Evsdıy |, Fvidsy 


D 
ra ra 








 C + 3D + 6E 10F 
+ D-+ 7E + 3F 

+ E. + ı5E 

+ F 


deren Integration wir hier gelehrt haben. Es iſt aber befonders zw 

bemerfen, daß die hieraus abzuleitende algebraifche Größe 

P=A+(B+CHDHE+LF(G-— ı) 
+(C+-3D+7E+.ı5F) (2 —ı) (@— >) . 
+ (D-+-6bE + 35F)(—ı) 2 —2) g—3-+... 

auf folgende Form zurüdgeführt werben Fönne: 

P=A-+B(—ı) + C(z— ı)? -D (2 — ı) 

E(@—ı)! - F(e—ı) +.... 


— IQ, — 


Dieſe algebraiſche Groͤße iſt von jener, welche wir im dritten 
Kapitel bey der Integration benützt haben, nur dadurch unterſchieden, 
daß dort der Buchſtabe z dieſelbe Bedeutung hat, welche wir hier dem 
Ausdrude z— ı bengelegt haben; es wird daher auch die Integration 
der beyden Größen fo befchaffen ſeyn, daß fich die eine auf die andere 
fehr Teicht zurüdführen läßt. 


Schluß des erfien Buches. 

$. 1275. Dieß find beyläufig die Unterfuhungen, von welchen 
ich glaubte, daß fie in das erfle Buch der Integralrechnung gehören, 
in welchem ich die Methode zu Iehren verfuchte, Zunctionen einer ein: 
zigen Veränderlichen aus irgend einer gegebenen Beziehung der Diffe: 
renzialien irgend einer Ordnung aufzufinden, und ich glaube diefen 
Gegenſtand fo behandelt zu Haben, daß faum etwas von den Leiflun: 
gen, welche biöher von Andern über denfelben Gegenſtand aufgefunden 
und befannt gemacht worden find, übergangen worden fey. 








